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A geometria plana, também chamada de geometria euclidiana, é a area da
matematica que se dedica a estudar os elementos e figuras contidos em um
plano, ou seja, figuras bidimensionais. O quadrado, o triangulo e o circulo sao
exemplos de formas geométricas planas. Apesar de parecerem conceitos simples,
essas figuras sao fundamentais para muitas areas do conhecimento, como
trigonometria, calculo de area, dentre outras.

Os conceitos primitivos sao
elementos fundamentais para a
compreensao e desenvolvimento do
estudo da geometria plana, ou seja,
eles servem de ferramenta na
elaboragao de conceitos mais
complexos.

Os elementos iniciais utilizados na
geometria plana sao:

a) Ponto: ¢ uma indicagao sem
dimensdes, sendo representado por
letras maiusculas do alfabeto.

b) Reta: é composta por um conjunto
de pontos que nao fazem curva. Elas
sao infinitas para as duas diregdes e
apresentam uma unica dimensao, ou
seja, ela possui comprimento, mas
ndo tem largura. E representada por
uma letra minuscula do alfabeto,

c) Plano: ¢ o conjunto de retas
alinhadas, que apresenta duas
dimensdes. Sao representados por
letras minusculas do alfabeto grego.

Veja abaixo a representacao de cada
um deles:

a
A® Planoa

Ponto A
Retaa

Postulados
a) O ponto é indivisivel.

b) Tanto em uma reta, quanto fora
dela, existem infinitos pontos.

c¢) Tanto em um plano, quanto fora
dele, existem infinitos pontos.

d) Dois pontos distintos definem
uma unica reta.

e) Trés pontos distintos e néao
colineares definem um plano.

f) A menor distancia entre dois
pontos € sempre uma reta.

Observacao: Postulados sao
afirmacdes que aceitamos como
verdadeiras, sem discussdo em
virtude de suas evidéncias.

Subconjuntos das retas

Considere a reta que passa pelos
pontos A e B e segue infinitamente,
tanto para a direita quanto para a
esquerda, como mostra a figura:

A reta acima é denotada como reta

—

AB .
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Se a reta inicia no ponto C, passa pelo
ponto D e segue infinitamente em
apenas um sentido, temos uma

—
semirreta CD :

C

Ou seja, uma semirreta € uma reta
gue tem comeco, mas nao tem fim.

Por fim, também podemos ter o
segmento de reta, que tem inicio em
um ponto E e fim no ponto F, ou seja,
€ um fragmento entre um ponto e
outro dentro de uma reta
pré-estabelecida. Veja o segmento de

reta EF:

Medida de um segmento

Para medir os segmentos de uma
reta, temos que definir um segmento
como unidade e, a partir disso,
podemos medir qualquer outro
segmento. Veja a figura abaixo:

Se considerarmos o segmento
unitarioo a medida do segmento
AB=2.

Note que se um ponto C pertence a
um segmento AB, em termos de
medida: AC + CB = AB:

> O
0O
w

Observagao: Se dois segmentos de
reta AB e CD possuem a mesma
medida, dizemos que eles sao
congruentes (AB = CD).

As posicdes relativas entre duas ou
mais figuras geomeétricas consistem
em analisar a posicao de uma com
relacdo a outra no espagco em que
ocupam.

Entre Pontos

Dois pontos A e B podem ser:
a) Coincidentes: quando ocupam a
mesma posicdo No espaco.

B
®
A

A e B s@o pontos coincidentes.

b) Distintos: quando os pontos nao
ocupam o mesmo lugar:

C D
@ @
C e D sGo pontos distintos.
Entre Ponto e Reta

Considere um ponto P e uma reta r,
existem duas posicoes possiveis entre
eles:
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a) Ponto pertencente a reta: quando
a reta r passa pelo ponto P (P € r).

b) Ponto nao pertencente a reta:
quando a reta r ndo passa por P
(P &r).

Observe a figura abaixo:

No caso da figura, o ponto A ¢ r e os
pontos B, CeD € r. Quando temos
dois ou mais pontos que pertencem
a mesma reta, dizemos que eles sao
colineares. Assim, B, CeD sao
colineares.

Entre Retas

Se duas retas ou mais pertencem a
um mesmo plano, elas sdo chamadas
de coplanares e, dependendo da
posicao relativa entre elas, podemos
classifica-las como:

a) Retas Paralelas: quando duas
retas que nao possuem nenhum
ponto em comum, elas sdo ditas
retas paralelas.

Nesse caso, r e s sao retas paralelas,
Cuja representacao ér || s. Veja:

b) Retas Concorrentes: duas retas
sdao concorrentes quando possuem
um Unico ponto em comum. Assim:

.

Ponto de interseccio

c) Retas Coincidentes: quando duas
retas possuem todos os pontos em
comum, elas sdo chamadas de retas
coincidentes. Veja a figura abaixo:

A regido formada entre duas
semirretas de mesma origem 0 é
chamada de regiao angular ou,
simplesmente, angulo. Veja:

Os angulos sao medidos em graus (°).
Usamos a notacdo AOB ou 4AB para
representar o angulo. Também é
comum usarmos letras gregas, como
a, B etc, para representarmos os
angulos.

Classificacao dos angulos

Todo angulo possui uma medida, em
graus, que é um numero
compreendido entre O e 360° Eles
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podem ser classificados em relagao a
sua medida ou a sua soma.

Considere um angulo a, de acordo
com o seu valor, ele pode ser
classificado em:

i) Agudo: a medida € menor que 90°.
ii) Reto: a medida é igual a 90°.

iii) Obtuso: a medida & maior que 90°
e menor que 180°.

iv) Raso ou meia-volta: a medida é
igual a 180°.

v) Concavo: a medida é maior que
180° e menor que 360°.

vi) Uma volta ou Inteiro: a medida é
igual a 360°.

Veja a representacao geométrica dos
angulos:

L N

Angulo Reto Angulo Agudo Angulo Obtuso

o =90° p <90° 90°< y <180°
) e 0
O_Q—o = O o
Angulo Raso R Angulo de
5 =180° Angulo Céncavo uma volta
180° < £ < 90° 0 < 90°
Observagao: Quando o angulo

formado por duas retas € um angulo
reto, dizemos que as retas sao
perpendiculares.

Dois angulos a e B podem ser:

i) Complementares: quando a soma

da medida dos dois angulos é 90°
(a + B = 9092). Neste caso, um angulo
é complemento do outro.

ii) Suplementares: quando a soma
das medidas dos dois angulos é 180°
(a + B = 1802, ou seja, cada um
deles é suplemento do outro.

iii) Replementares: quando a soma
das medidas dos dois angulos € 360°
(@ + B = 3609).

Posicoes relativas entre
angulos

Considere dois angulos a e B, eles,
podem ser classificados, segundo a
posicao em que eles ocupam em
relacdo ao outro, como:

a) Consecutivos: quando os dois
angulos possuem um lado em
comum.

b) Adjacentes: ¢ um caso particular
de angulos consecutivos, em que os
angulos nao tém pontos internos
comuns.

Na figura abaixo, a esquerda, os
angulos ye B possuem o lado 0B em
comum. Ja a direita, os angulos ye «a
possuem o lado E em comum.

Portanto, eles sdo consecutivos.
Entretanto, perceba que a direita, o
angulo y esta contido em a. Logo, nao
sdo adjacentes, pois possuem pontos
internos em comum.

Y
B A
O O.I
v e [ sao angulos

consecutivos adjacentes .
A adjacentes

c) Opostos pelo vértice (OPV):
guando duas retas concorrentes se

v €« sao angulos
consecutivos ndo
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cruzam, elas determinam quatro
angulos. Os angulos que nao sao
adjacentes sao opostos pelo vértice.

r s
v

Na figura acima, os pares de angulos
(@ e b) e (c e d) sdo opostos pelo
vértice.

Bissetriz de um angulo

A Dbissetriz de um angulo é a
semirreta que parte da sua origem e
o divide em dois angulos adjacentes
congruentes, ou seja, de mesma
medida:

(o]
v

Considere duas retas r e s paralelas,
cortadas pela reta t, como mostra a
figura abaixo:

r A/A Externos

D/~

Internos

H
//G Externos

Temos as seguintes relagdes entre os
angulos formados:

a) Angulos correspondentes: os
pares (AeE),(BeF),(CeG)e(DeH).

b) Angulos alternos internos: os
pares (DeF)e (CeE).

c) Angulos alternos externos: os
pares (A e G) e (B e H).

d) Angulos colaterais internos: os
pares (Ce F)e (D e E).

e) Angulos colaterais externos: os
pares (Ae H) e (Be Q).

f) Opostos pelo vértice: os pares (A e
C),(BeD),(EeG)e (FeH).

01) Os pares de angulos
correspondentes, alternos (tanto os
internos quanto os externos) e os
opostos pelo vértice sdo congruentes.

02) Os pares de angulos colaterais
sao suplementares.

Teorema dos bicos

Para apresentar o teorema dos bicos,
vamos partir de um exemplo.

Exemplo 01. Na figura a seguir,
sabendo que r || s, calcule a medida
em graus do angulo x.
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Solucdo:

A ideia para resolver esse tipo de
questao, é tracar retas paralelas em
cada “bico” e observar que vao surgir
diversos angulos entre as retas
paralelas e transversais.

Como vimos anteriormente, alguns
desses angulos sao congruentes.
Entao, ficaria assim:

Perceba que o angulo £ABG é alterno
interno ao angulo ZEAB. Portanto,
eles sao congruentes e
LABG = £EAB = 70°.Além disso:

ZLABG + 2GBC = £ABC = 110°.
Entao:
£ZGBC = 404

Seguindo o0 mesmo raciocinio, temos
que:

£CDF = x = £HCD = 2592.

Uma conseqgquéncia dessa ideia é o
teorema dos bicos que pode ser
expresso por:

“A soma dos bicos que apontam

para um lado é igual @ soma dos

bicos que apontam para o outro
lado.”

Ou seja,
x + 1102 = 652 + 70°

x = 13592 — 110¢
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o1l. Quando ha duas retas
pertencentes ao mesmo plano, elas
podem ter trés posicdes possiveis. A
seguir, faca a correspondéncia
correta entre os tipos de reta e suas
respectivas caracteristicas.

l. Concorrentes

Il. Coincidentes

lll. Paralelas

() tém infinitos pontos em comum.
() tém um Unico ponto em comum.

() ndo tém nenhum ponto em
comum.

Marque a alternativa que representa
a correspondéncia correta:

a)l, llelll
b) I, lllel
o)l lelll
d)iillel
e)lll,lell

02. Em uma reta se encontram os
guatro pontos consecutivos A, B, C e
DcomAB=AC-3 AB+CD=4eque
satisfazem a seguinte relacao:

3AB-BD-2CD=3

Determine as medidas dos

comprimentos de AD e AB.

03. Qual o angulo formado entre as
bissetrizes de dois angulos
adjacentes e suplementares?

4, (EEAR - 2002) E FALSO afirmar
que:

a) Se AOB é um angulo raso, entao
0A e OB sao semirretas opostas.

10

b) Se AOB é um angulo nulo, entdo
0OA e OB sao semirretas opostas.

c¢) Dois angulos adjacentes, cujos
l[ados ndo comuns sao semirretas
opostas, somam 180°.

d) Dois angulos adjacentes sao
sempre consecutivos.

05. No desenho abaixo, DA é bissetriz
do angulo «CAB. Determine o valor
do angulo <« DAE, sabendo que
LCAB + <£EAB = 120°¢ e
2CAB — £EAB = 80°.

06. (EEAR - 2018) O complemento do
suplemento do angulo de 112° mede:

a) 18°
b) 28°
c) 12°
d) 22°

07. (EEAR - 2000) Na figura BA// EF.
A medida de X é:
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a) 105°
b) 106°
c) 107°
d) 108°

08. Duas retas paralelas sdao cortadas
por uma transversal, de modo que a
soma dos angulos agudos formados
vale 144° Entao a diferenca entre as
medidas de um angulo obtuso e de
um agudo é

a) 85°
b) 92°
c) 108°
d) 11e°

09. (EEAR - 2003) Nesta figura, as
retas r e s sao paralelas entre si. Os
valores de x, y e z sao,
respectivamente:

a) 23°45', 85° e 95°
b) 25°,90° e 90°
€) 23°7'5" 95° e 85°

d) 26°15', 85° e 95°

n

10. (AFA - 2001) Sejam r e s retas
paralelas. A medida do angulo a, na
figura abaixo, é:

400 -

a) 115°
b) 125°
c) 135°

d) 145°

GABARITO
1)cC

2) AD =7 e AB=3
3) 90°

4)B

5) 30°

6) D

7) B

8)C

9) A

10) C
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Os triangulos sao figuras geomeétricas planas que possuem trés lados e trés
angulos. Os triangulos sao figuras muito importantes e conhecer as suas
caracteristicas e propriedades sdao essenciais para compreender outros assuntos,
como trigonometria e geometria espacial.

O triangulo é uma figura geomeétrica
plana formada pela unidao de
segmentos de reta definidos por trés
pontos distintos e ndo colineares, ou
seja, € uma figura de trés lados com
trés angulos.

A figura a seguir ilustra alguns
exemplos de triangulos:

Elementos de um tridngulo

Considere o
abaixo:

triangulo na

figura

Os elementos basicos do triangulo
sSao:

a) Lados: sdo segmentos de reta que
se encontram apenas em suas

2

lados
pelos

Na figura os

extremidades.
estdo representados

segmentos de retas AB, BC, CA.

b) Vértices: sdo os pontos de
encontros entres os lados de um
triangulo. O triangulo possui apenas
trés vértices, uma vez que possui trés
lados. Os vértices sao representados
pelos pontos A, B e C.

¢) Angulos internos: sdo os angulos
formados por dois lados consecutivos
de um tridngulo e ficam no seu
interior. Na figura o, B e Y
correspondem aos angulos internos.

d) Angulos externos: Dados um lado
qualquer de um triangulo e o
prolongamento do lado conse- cutivo
a ele, um angulo externo é definido
como a abertura entre esse lado e o
prolongamento. Na figura, os angulos
externos sao representados pelas
letrasa,bec

Existemm  diversas maneiras de
classificar triangulos. As duas mais
comuns levam em consideracao as
medidas de seus lados e as medidas
de seus angulos.

Em relacao a medida de lados

Em relacao aos lados, os triangulos
podem ser classificados como:

a) Equilatero:
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Sao aqueles que possuem todos os
lados com medidas iguais e,
conseqguentemente, o valor de todos
os angulos internos sdo iguais:

Independente do tamanho dos lados,
os triangulos equilateros possuem os
trés angulos internos iguais a 60°.

b) Isésceles:

Sao aqueles que possuem pelo
menos dois lados com medidas
iguais. O terceiro lado, que ¢é
diferente, € chamado de base.

O angulo formado pelo lado
congruente é chamado de angulo do
vértice e os demais angulos sao
denominados como angulos da base.

Observagdao: Os peguenos tragcos

cortando os lados servem para
identificar lados de mesmo
comprimento.
c) Escaleno:
Sao os triangulos que nao

apresentam semelhang¢a entre os
lados. Cada angulo e cada lado

13

apresentam um valor diferente entre
Si.

Observacao: Cada simbolo
representa um valor diferente para os
lados.

Exercicio Proposto

01. Classifique os triangulos abaixo
em equilatero, isdsceles e escaleno.

Em relacao aos angulos

Outro critério para a classificagcao dos
triangulos € em relagao a abertura
dos angulos internos. Eles podem ser:

a) Acutangulo:

Sdo triangulos que possuem os trés
angulos menores que 90° (agudos).

Na figura acima, a < 90°% b <90°e c<
90°.
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b) Obtusangulo:

Sdo triangulos que possuem um dos
angulos maior que 90° (angulo
obtuso), e os outros angulos sao
agudos.

c) Retangulo:

Sao triangulos formados por um
angulo interno reto (90°). O triangulo
retdngulo POSSUi muitas
particularidades, por exemplo,
podem ser encontradas facilmente
relagdes trigono- métricas, distancias
entre dois pontos, dentre outros.
Esses assuntos serdao abordados nos
proximos capitulos.

Observagao: O lado oposto ao
angulo reto €é chamado de
hipotenusa e os outros dois lados sdo
chamados de catetos.

Exercicio Proposto

02. Classifique os triangulos abaixo
em acutangulo, retdngulo e
obtusangulo.

14

80
130° l‘l
o .
a) b) c)

Os triangulos
propriedades
veremos agora.

possuem
elementares,

algumas
como

Propriedade 1. A soma dos angulos

internos de qualquer triangulo
sempre sera igual a 180°.
B a+pB+y =180°

« Y

Propriedades 2. A soma dos angulos

externos de qualquer triangulo
sempre sera igual a 360°.
o
v
a+B+y=360° BN

Propriedade 3. Todo angulo externo
de um triangulo é igual a soma dos
angulos

seus dois internos nao

adjacentes.
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Na figura acima, o valor do angulo x é
igual a soma dos angulos internos
nao adjacentes, ou seja,

x =502 + 602 = 110°

Propriedade 4. O maior lado de um
triangulo é sempre oposto ao seu
maior angulo. Por consequéncia, O
menor lado de um tridngulo é
sempre oposto ao seu menor angulo.
Veja:

A

B a C
A A A
azbzc—A=zB=z=C
Desigualdade Triangular

Segundo o teorema da desigualdade
triangular, em todo triangulo, cada
lado fixado € menor que a soma dos
outros dois lados.

Assim, para o triangulo da figura:

a < b+ c
b< a+ c
c<a+b

Isso implica que:

15

la — bl <c< a + b.

Essa Ultima expressao ¢é uma
equacao de compatibilidade para
gue 3 segmentos possam ser lados
de um triangulo.

Por exemplo, trés segmentos a,bec
cujas medidas saoa=6cm, b =3cm
e ¢ = 2 cm, ndao podem ser lados de
um triangulo, pois nao obedecem a
desigualdade |a — b]| < c < a + b

Exercicio Proposto

03. Luis € um carpinteiro e esta
separando ripas de madeira de
diversos comprimentos para
construir estruturas triangulares.

Dentre as seguintes de trios de ripas,
a Unica capaz de formar um triangulo
é:

a)3cm,7cmellcm
b)ocm,4cmel2cm
c)3cm,4cmeb5cm

d)7cm,9cmel8cm

Perimetro

O perimetro de uma figura é definido
como a soma da medida de suas
arestas.

No caso do tridangulo, o perimetro é
dado da seguinte forma:

Perimetro = a + b + ¢
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Exemplo O1. (IFSC - 2017/Adaptada)
O triangulo, que possui trés lados e
trés angulos, é uma das figuras
geométricas mais importantes da
geometria plana. Sabendo que em
um triangulo equilatero ABC, o
comprimento do lado AB mede 3x +
y, do lado AC mede 2x +y + 2 e do
lado BC mede x + 3y, qual é o
perimetro desse triangulo?

Como é um triangulo equilatero,
todos os lados possuem o mesmo
tamanho. Entdo, podemos considerar
que:

()3x+y=2x+y+2

() 3x +y=x+3y

(H) 2x +y +2 = x + 3y

Resolvendo essas equacgdes, temos:
()3x+y=2x+y+1
IX=2X+2->Xx=2

() 3x +y = x + 3y

2X =2y

2(2)=2y->y=2

Agora gue temos os valores de x ey,
vamos determinar a medida de cada
lado:

Ll:3x+y=3(2)+2=8
L2: 2x +y +2=2(2)+2+2=8
L3: x+3y =2 +3(2)=8

Portanto, o perimetro é dado pela
soma de todos os lados:

Perimetro = 8 + 8 + 8 = 24

Note que é um triangulo equilatero,
ou seja, todos os lados possuem a
mesma medida. Entao, para

encontrar o perimetro bastava

16

encontrar o valor de apenas um lado
e multiplicar por 3.

Area

A drea representa a medida da
superficie delimitada pelas arestas de
uma figura.

No caso do triangulo, ela pode ser
determinada da seguinte maneira:

Base x Altura
2

Area =

Em que a altura (h) corresponde ao
segmento de reta tragcado a partir da
base de forma a encontrar o vértice
mais alto do triangulo, formando um
angulo reto:

b
No caso dos triangulos retdngulos, a
altura corresponde a um dos catetos.
Veja:

A

C B

E para os triangulos obtusangulos, a
reta que corresponde a altura pode
estar do lado de fora da figura, assim:
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01. Classifique cada sentenca como
verdadeira (V) ou falsa (F):

() Todo triangulo
isosceles.

retdngulo é

() Os trés angulos de um triangulo
equilatero sao congruentes.

( ) Um tridngulo é isésceles se possui
os trés lados congruentes.

( ) Nao existe triangulo que seja
simultaneamente retdngulo e
equilatero.

() Nao existe triangulo que seja
simultaneamente retdngulo e
isbsceles.

02. Determine em cada um dos itens
abaixo se o triangulo é acutangulo,
obtusangulo ou retangulo
conhecendo apenas dois de seus
angulos.

a) ABC = 702e BCA = 10¢

b) ABC = 802e BCA = 15°
c) ABC = 302e BCA = 60°
d) ABC = 60°e BCA = 60°

03. (FGV - 2019) Um triangulo tem
um lado medindo 9 cm e outro
medindo 7 cm. Sabendo que a
medida do terceiro lado é expressa
por um ndmero inteiro de
centimetros, guantos possiveis
valores existem para esse lado?

a) 14
b) 12
c)13
d) 1

17

e)15

04. Determine o valor de x no

desenho abaixo.

A D

60°
20,

B—I C

05. No desenho abaixo, sabendo que
ZBCA = 30° , encontre o valor de
ZABD.

06. (UECE - 2017) Seja UVW um
triangulo isdsceles com base VW; E e
F dois pontos nos lados UV e UW,
respectivamente, tais que as medidas
dos segmentos de reta VW, WE, EF e
FU sao iguais.

Nessas condicdes, pode-se afirmar
corretamente que a medida do
angulo VUW é:

a) maior do que 21° e menor do que
25°,

b) maior do que 25° e menor do que
27°certo

¢) menor do que 21°

d) maior do que 27° e menor do que
32°.
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07. No desenho abaixo, os triangulos
AABC e ABED sao equildteros de
mesmo lado. Determine o angulo
ZLAEB.

08. (EEAR - 2018) Um triangulo
isésceles, de perimetro 24 cm, possui
altura relativa a base medindo 6 cm.
Assim, a metade da medida de sua
base,emcm, é:

a) %

b) =

2

11
<)

13
d)—-
09. (ENEM - 2014) Um artista deseja
pintar em um quadro uma figura na
forma de tridangulo equilatero ABC de
lado 1 metro.

Com o objetivo de dar um efeito
diferente em sua obra, o artista traca
segmentos que unem o0s pontos
médios D, E e F dos lados BC, AC e
AB, respectivamente, colorindo um
dos quatro tridangulos menores, como
mostra a figura.

I8

Qual € a medida da area pintada, em
metros quadrados, do triangulo DEF?

b) L
c)%

3
d) £
10. (EPCAR - 2010) A figura plana
representa o logotipo de uma
empresa. Ele foi projetado a partir de
um triangulo equilatero central, cujo
perimetro mede 0,30 metros.
Expandiu-se o desenho, acoplando
em cada lado desse triangulo um
guadrado. Para fechar a figura foram
tracados 3 segmentos retilineos,
completando assim o logotipo.

Nos preparativos para a Copa do
Mundo de 2010, esse logotipo sera
pintado com tintas de mesma
gualidade e textura. a saber:

e o triangulo central,
branca

Na cor

e 0s demais triangulos, na cor
verde;

e 0s guadrados, na cor amarela.

Sabe-se que cada figura sera pintada
apenas uma vez e que cada mililitro
de tinta cobre 1 cm? de area.
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Considere \/§=1,74 e marque a
alternativa correta.

a) O consumo total de tinta sera de
mais de meio litro.

b) As areas branca e verde juntas
equivalem a 58% da area amarela.

c) O consumo de tinta amarela
serd o dobro do consumo de tinta
verde.

d) A area branca corresponde a 30%
da area verde.

GABARITO

)F-V-F-V-F

2) a) Obtusangulo b) Acutangulo
c) Retangulo d) Acutangulo

3)C

4) 50°

5) 30°

6) B

7) 30°

8)B

9)B

10) B

9
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No capitulo anterior, aprendemos um pouco sobre os triangulos e suas
propriedades elementares. Neste capitulo, aprofundaremos um pouco mais nesse
estudo, trabalhando com certas ferramentas cruciais que nos auxiliam a
encontrar algumas medidas desconhecidas do triangulo.

O termo congruéncia, muito utilizado
na matematica, pode ser
compreendido como equivaléncia ou
igualdade. Nesse sentido, ao
tratarmos de congruéncia entre
triangulos, falamos de duas figuras
que sao iguais em relagcao aos
angulos e lados.

Sendo assim, um triangulo sera
congruente (simbolo: =) a outro se,
e somente se, for possivel estabelecer
uma correspondéncia entre seus
vértices de modo que os pares de
lados correspondentes sejam
congruentes, e os pares de angulos
correspondentes sejam congruentes.

Na figura a seguir temos dois
triangulos congruentes:

A correspondéncia entre os vértices
&Aoo A, BoBelCeo (.

E a congruéncia garante que:

AB=AB A=A
BC=BC B=B
AC= AC C=C

Observacao: Utilizamos a notagao
AABC = AA'B'C' para representar que
os triangulos sao congruentes.

Para constatar a congruéncia entre
triangulos buscamos aspectos que
nos auxiliem a identificar se dois
triangulos sao iguais ou nao. Essas
ferramentas sao divididas em casos e
cada uma deve ter suas condi¢des
inteiramente respeitadas para
concluir a congruéncia ou nao.

Casos de Congruéncia
1) Lado, Angulo, Lado (LAL)

Se dois triangulos tém,
ordenadamente, congruentes dois
lados e 0 angulo compreendido entre
eles, entao, sdo congruentes.

Assim, se dois lados e o angulo do
vértice de dois triangulos forem
iguais, os outros angulos e o outro
lado também sao iguais.

Temos, pela figura:

AB = DE
AC = DF
BAC = EDF
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Portanto:

A\ aBc = /\ DEF

2) Angulo, Lado, Angulo (ALA)

Se dois tridangulos tém,
ordenadamente, congruentes um
lado e os dois angulos a ele

adjacentes, entdao esses triangulos
sao congruentes. Caso essa condi¢cao
seja verdadeira, os outros dois lados e
0 angulo oposto sao congruentes.

Temos, pela figura:

BAC = EDF
AC= DF
ACB = DFE

Portanto:

/\ ABC = /\ DEF
3) Lado, Lado, Lado (LLL)

Se dois triangulos tém,
ordenadamente, congruentes os trés
lados, entdo esses triangulos sao
congruentes.

Se todos os lados de dois triangulos
sS3ao iguais, 0s seus angulos também
sao iguais.

21

Temos, pela figura:

EEDE
AC = DF
BC = EF

Portanto:

A aBc= /A DEF
4) Lado, Angulo, Angulo (LAA)

Se dois triangulos tém,
ordenadamente, congruentes um
lado, um angulo adjacente e o angulo
oposto a esse lado, entdao esses
triangulos sao congruentes.

Se a condicao for verdadeira, o
angulo e os lados restantes também
serao iguais.

Temos, pela figura:

AC = DF
BAC = EDF
ABC = DEF
Portanto:
/A ABC= /\ DEF
5) Caso especial: Tridngulos
Retangulos

Se dois triangulos retangulos tém,
ordenadamente, congruentes um
cateto e a hipotenusa, entdo esses
triangulos sao congruentes.
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Temos, pela figura:

|
ws]
]

DE
BC = EF
Portanto:
A ABC= /A DEF
Observagdao: Lembre-se, para a

congruéncia ser verdadeira os trés
elementos exigidos no caso precisam
ser respeitados. Além disso, se houver
guatro ou mais elementos (lados ou
angulos) iguais em dois triangulos,
mas eles nao se encaixarem em
nenhum dos casos, os triAngulos nao
sao congruentes.

A semelhanca de triangulos € um

assunto  muito importante em
Geometria.

Duas figuras sao consideradas
semelhantes se apresentam a
mesma forma, podendo ter

tamanhos diferentes. Portanto, duas
figuras semelhantes podem ser
entendidas como sendo uma
ampliacao ou diminuicao da outra.
Veja:

22

A ferramenta fundamental para
estudar a semelhanca de triangulo é
o Teorema de Tales, o qual relaciona o

comprimento dos segmentos
determinados sobre retas
transversais a um feixe de retas
paralelas.

Teorema de Tales
Considere retas paralelas
interceptadas por duas retas

transversais:

A/ \p
B/ E s
o/ ‘
/ \

O teorema de Tales diz que:

“Um feixe de paralelas determina
sobre duas retas transversais
segmentos com medidas
respectivamente proporcionais.”

Matematicamente, temos que:

AB _ BC __ AC

DE EF DF
Portanto, dois triangulos serao
semelhantes se for possivel

estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre seus vértices de
modo gue se correspondam angulos
iguais e lados proporcionais.

Assim, dois triangulos AABC e ADEF
serdo semelhantes se, e somente se,
estes sao formados pelos mesmos
angulos internos e:

AB
DE

BC AC
_EF_DF_k

Em que k ¢é& a constante de
proporcionalidade de semelhanca.
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Note que se k=1, entdo os
triangulos sdao congruentes, ou seja, a
congruéncia € um caso especial de
semelhanca.

Observacao: Utilizamos a notacao
AABC ~ ADEF para expressar a
semelhancga de triangulos.

Casos de Semelhanca

Agora, veremos trés casos basicos de
semelhanca de triangulos, que
permitem verificar e garantir a
semelhanca de uma forma simples.

1) Angulo, Angulo (AA)

Se dois triangulos possuem dois
angulos respectivamente
congruentes, entdao os tridngulos sao
semelhantes.

2) Lado, Angulo, Lado (LAL)

Suponha que em dois triangulos seja
possivel escolher dois lados, em cada
um dos triangulos, de modo que,
colocados em correspondéncia,
tenham a mesma proporgao e, além
disso, os angulos entre os lados
definam angulos congruentes.

Neste caso,
)
B=E
AB__ BC
DE ~ EF
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3) Lado, Lado, Lado (LLL)

Se em dois triangulos existe uma
correspondéncia entre seus lados, de
modo que as medidas tenham a
mesma proporcionalidade, entao os
triangulos sdo semelhantes.

Esses trés casos implicam
algumas propriedades, sendo elas:

em

1) Dois triangulos semelhantes a um
terceiro sao semelhantes entre si.

2) Dois triangulos retangulos que
possuem um angulo agudo
congruente sao semelhantes.

3) Dois triangulos isdsceles que
possuem o angulo oposto a base
congruente, sdo semelhantes.

4) Dois tridngulos isdsceles que
possuem angulos das bases
congruentes sao semelhantes.

5) Dois  triangulos
isdsceles sao semelhantes.

retangulos

6) Dois triangulos retangulos que
tém os catetos respectivamente
proporcionais sao semelhantes.

7) Dois triangulos equilateros sao
sempre semelhantes.

Exemplo 01. Considere os triangulos
da figura a seguir. Sabendo que eles
sdao semelhantes e que o perimetro
do triangulo maior é igual a 84 cm,
determine os valoresde a,b e c.
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Segundo o enunciado, os dois
triangulos sdao semelhantes. Vamos
considerar que a semelhanca € pelo
caso LLL, ou seja, ABC ~A'B'C’, entdo:

AB_ _ BC _ _AC

75 = BC —ac = K
a b c
Temos que:
%=k—>a=7k
b
T=k—>b=9k
%=k—>c=5k

Além disso, sabemos que o perimetro
do triangulo maior é igual a 84, ou
seja:

a+ b+ c=84
7k + 9k + 5k = 84
21k =84 -k =4

Agora que temos o valor de k, vamos
substituir nas igualdades acima para
encontrar os valores dos lados:

a=7k=7.4 »a=28cm
b=9k =94 >b =36cm
c=5k=54>5¢c=20cm
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Exercicio proposto

01. (PUC-Campinas) Os tridangulos
ABC e AED, representados na figura a
seguir, sao semelhantes, sendo os
angulos D e C congruentes.

A

o4

Se BC =16 cm, AC =20 cm, AD =10
cm e AE = 10,4 cm, qual o perimetro
do qguadrildtero BCED, em
centimetros?

Cevianas

As cevianas sao segmentos de retas

que ligam um vértice de um
triangulo ao lado oposto a este
vértice, possuindo algumas

propriedades especificas.

Existem algumas cevianas que sao
Mmais comuns, sdo elas:

a) Bissetriz: divide o angulo interno
em dois angulos iguais, representado

pelo segmento AS na figura.

Na figura, AS é a bissetriz interna
relativa ao lado BC, entao os angulos
BAS e SAC
medida.

possuem a mesma
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b) Mediana: liga um dos vértices ao
ponto médio do lado oposto.

Na figura abaixo, sendo A um vértice
e M o ponto médio do lado BC, entao
AM é a mediana relativa ao lado BC.

A

Note que M divide o lado BC ao meio,

ou seja, BM e MC possuem a mesma
medida.

c) Altura: parte de um dos vértices e
cruza o lado oposto (ou a sua reta
suporte) perpendicularmente.

Na figura, AH é a altura relativa ao
lado BC e AHB = AHC = 90°.

B H C

d) Mediatriz: apesar de ndo ser uma
ceviana, é um segmento muito
importante. A mediatriz € um
segmento que parte do ponto médio
de um lado e é perpendicular a este.
Ela nao é considerada uma ceviana
por nao passar, necessariamente,
pelo vértice.

Pontos Notaveis

Os pontos notdveis sao pontos que
apresentam caracteristicas distintas e
gue auxiliam na compreensao sobre
os triangulos.

a) Baricentro: é o ponto de encontro
das medianas.

Ele € comumente denotado pela
letra G, pois € o centro de gravidade
(ou centro geomeétrico) do triangulo.

Baricentro

Uma propriedade do baricentro é
gue esse ponto divide a mediana na
razao 2:1, assim:

AG
GF

BG cG 2

GD GE 1

b) Incentro: é o ponto de encontro
das 3 bissetrizes internas,
representado pela letra I na figura.

A sua

principal
consiste no fato de que ele também é
o centro da circunferéncia inscrita no
triangulo, pois ela é equidistante aos

particularidade

lados do triangulo.

B
.
\J

Incentro

25
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c) Ortocentro: é o ponto de encontro
das alturas de um triangulo. A sua
posicao varia de acordo com o tipo
de triangulo.

1) TriAngulo acutangulo: o ortocentro
se encontra no interior do triangulo.

Acutingulo

A

H & interior

A (C

Il) Tridngulo obtusangulo: o
ortocentro fica na regiao externa ao
triangulo.

Obtusdngulo

H é exterior

I1l) Tridngulo retangulo: o ortocentro
coincide com o vértice do angulo
reto.

Retangulo

H=A

H coincide com
0 vértice do angulo reto

d) Circuncentro: é o ponto de
encontro das trés mediatrizes dos
lados de um triangulo.

26

O ponto O € o centro do circulo que
circunscreve o triangulo.

B 1 C B C B C
‘M

Exemplo 02 No triangulo ABC
exibido na figura a seguir, AD ¢é a
bissetriz do angulo interno em A e
AD = BD. Qual o angulo interno em A?

A B

Note que o segmento AD é uma
bissetriz que divide o angulo A em
dois angulos iguais. Como o triangulo
ADB possui dois lados iguais, AD e
BD, ele é isdsceles e os angulos das
bases sao iguais.

Vamos chamar
desconhecido:

de x o angulo

Temos que no triangulo ABC:
60 + x + x + x = 180
60 + 3x = 180

3x =120 » x = 40
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Portanto, o angulo formado em A é:
A = 2x = 80°
Reta de Euler

A reta de Euler € uma linha especial
gue conecta trés pontos notaveis de
um triangulo: ortocentro,
circuncentro e baricentro. Veja:

Ortocentro (O)

/._..Ilwrcu(rze'nuo(C)
\ Reta de Euler (1)

-\ //Baricentro (8) /
@

A reta de Euler nos fornece varias
relacdes interessantes entre os
pontos notaveis de um triangulo,
sendo elas:

I) A reta de Euler passa pelo
ortocentro, circuncentro e baricentro
do triangulo.

1) A reta de Euler é perpendicular a
reta que une o ortocentro ao
circuncentro do triangulo.

) A reta de Euler é paralela a
mediana que parte do vértice oposto
a0 baricentro.

IV) O segmento do ortocentro ao
circuncentro é o dobro do segmento
do baricentro ao circuncentro.

Teorema da Bissetriz

Temos dois teoremas relacionados a
bissetriz: o da bissetriz interna e o da
bissetriz externa. Ambos sao
importantes ferramentas que nos
auxiliam a encontrar medidas
desconhecidas em um triangulo.

27

A bissetriz interna de um angulo de
um triangulo determina sobre o lado
oposto segmentos aos dois outros
lados.

Exemplificando, no A 4BC da figura, a
bissetriz AD divide o angulo do vértice
C/iB em dois iguais, a e B. Além disso,
essa mesma reta divide o segmento
BC em CD e DB.

Portanto, pelo teorema da bissetriz
interna, temos:

RNES
Sz
Il
ool =S
S

O teorema da Dbissetriz externa
demonstra que 0s segmentos
divididos pela bissetriz do angulo
externo de um tridangulo sao
proporcionais aos lados adjacentes.

No A\ 4Bc, da figura acima, a bissetriz

do angulo externo AéC é definida

pelo segmento CE. Portanto, temos
que:
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Observacao: A demonstracao desses
dois teoremas é feita a partir do
teorema de Tales.

Exemplo 03. Considere a figura
abaixo:

2% D 3x-1,5
Sabendo que os lados foram dados
em centimetros, qual a medida do
segmento AB?

Pelo teorema da bissetriz
temos que:

interna,
2x _ 3x-15
8 10
20x = 8(3x — 1,5)
20x = 24x — 12
4x = 12 > x =3

Teorema de Menelaus
(caracol)

Esse teorema nos da razdes entre os
segmentos. Para melhor
compreensao, vamos dividi-lo em
passos:

1) O primeiro passo é enumerar 0s
lado sdo triangulo. Assim:

28

Observacao: Enumere com
algarismos romanos para nao
confundir com os dados que o

problema fornecer.

2) Em seguida, temos que montar a
igualdade:

produto dos impares = produto dos
pares.

Pela figura, temos que:
I xIxV = (I xII)xIVxVI

Entdo:

NBxCLxAM = NCxLAxMB

Teorema de Stewart

O Teorema de Stewart € amplamente
utilizado para resolver problemas que
envolvem cevianas e segmentos em
triangulos. Ele é uma poderosa
ferramenta para calcular
comprimentos desconhecidos e
explorar relagdes entre as partes de
um triangulo.

Considere o triangulo ABC da figura a
seguir.

B

Segundo o teorema de Stewart:

2 2 2
xb=am+cn— mnb
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01. No triangulo ABC, AD ¢é bissetriz

interna, AB=18 cm, AC=15cm e BC =
11 cm. Calcule CD.

a)3
b) 4
c)5
d)6

02. (EPCAR - 2023) No triangulo da

figura abaixo, o angulo EZP mede 80°

e sdo bissetrizes dos angulos PR e EC,
respectivamente.

A medida do angulo a, em graus, é
igual a:

a) 35°
b) 40°
c) 45°
d) 50°

29

03. Os lados de um triangulo medem
respectivamente 4 cm, 5cm e 6 cm.
Calcule o quanto é preciso prolongar
o lado maior para que ele se encontre
com a bissetriz do angulo externo
oposto.

a) 20
b) 22
c) 24
d) 25

04. (EPCAR - 2022) Na figura, as retas
r,s e t sdo paralelas.

O ponto C é a intersecgao dos

segmentos RB e AP e pertence a reta
s.

As medidas dos angulos DEC, F/IEC,

EPC e CAR s3ao, em graus,
respectivamente, iguais a 78, 7a, 4ae

4.

A medida do angulo EER é igual a:
a) 30°.
b) 45°.
c) 60°.
d) 920°.
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05. (EPCAR - 2017) Considere duas
calcadas r e s, paralelas entre si, a
uma distancia de 6 m uma da outra.

X

A B

Duas pessoas distantes 5 m uma da
outra se encontram nos pontos A e B
definidos na calgada s.

Na calcada r estd uma placa parada
de 6nibus no ponto X que dista 10 m
da pessoa posicionada em A.

Quando a pessoa em A se deslocar

para P sobre o segmento AX, a
distancia que ira separa-la da pessoa
posicionada no ponto B, em metros,
sera de:

a)3
b) 4
c)5
d)6

06. (EPCAR - 2015) As cidades A, B e
C situam-se as margens de um rio e
sdo abastecidas por uma bomba
situada em P, conforme figura abaixo.

30

Sabe-se que o triangulo ABC é
retangulo e a bissetriz do angulo reto
corta AC no ponto P.

Se BC = 643 km, entdo CP &, em km,
igual a:

a)6 +3
b) 6(3 —/3)
€) 93 -2

d) 92 — 1)

07. Na figura, o triangulo ABC é
congruente ao triangulo CDE.

B

18

Os valores de x e y sao0:
a) x=9y=5
b) x=8 y=5
c) x=5y=8
d) x=9 y=8

08. (FUVEST - 2006) Na figura abaixo,
tem-se AC=3, AB = 4 e CB = 6. O valor
deCDé
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a) 17/12
b) 19/12
c) 23/12
d) 25/12
e) 29/12

09. (Enem - 2017/Adaptada) Para
decorar uma mesa de festa infantil,
um chefe de cozinha usard um
meldao esférico com diametro
medindo 10 cm, o qual servird de
suporte para espetar diversos
doces. Ele ira retirar uma calota
esférica do meldao, conforme ilustra
a figura, e, para garantir a
estabilidade deste suporte,
dificultando que o0 melao role sobre
a mesa, o chefe fard o corte de
modo que o raio r da sec¢ao circular
de corte seja de pelo menos 3 cm.
Por outro lado, o chefe deseja
dispor da maior area possivel da
regiao em que serao fixados os
doces.

Regido onde serdo
afixados oz doces

A parte hachurada
< Iser4 apoiada
na mesa

+«—T—

Calota a ser cortada
e eliminada

a)5s
b) 4
c)2
d) 1

10. (Acafe - 2016) A pragca de uma
cidade tem a forma de um tridngulo
retdngulo ABC e estd sendo
reformada. A regiao triangular foi

31

dividida em duas partes, conforme a
figura abaixo. A regiao formada pelo
triangulo CDE sera destinada aos
jardins e a regidao formada pelo
guadrilatero

ABED sera usada para passeios e
eventos.

Sabendo-se que as dimensdes sdao
AB=2 km, AC=2,3 km e AD = 4DE, a
razao entre a area destinada aos
passeios e eventos e a area dos
jardins é igual a:

C

a) 11/6
b) 11/2
c) /4
d)n
GABARITO

1)C
2)D
3)C
4)B
5) A
6) B
7) A
8) E
9) D

10) D
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A etimologia de Trigonometria vem do grego, “tri + gonos + metron”, que significa
trés + angulos + medida. Assim, a trigonometria remete ao estudo das medidas
dos angulos e outros elementos dos triangulos. Neste capitulo estudaremos a
trigonometria no triangulo retangulo, bem como aplicar alguns dos conceitos e

qgualquer tipo de triangulo.

Antes de iniciarmos o assunto sobre
trigonometria, vamos ver sobre as
relacbes métricas no  triangulo
retangulo.

Como vimos nos capitulos anteriores,
o triangulo retangulo é caracterizado
pela existéncia de um angulo reto
(90°) formado pelos dois catetos. O
lado oposto ao angulo reto
corresponde a hipotenusa.

B C

No triangulo ABC da figura acima, a é
a hipotenusa, b e ¢ sdo os catetos, m
€ N sao as projecdes dos catetos b e ¢,
respectivamente, e h é a altura
relativa a hipotenusa.

Aplicando o conceito de semelhanca
de triangulos, podemos estabelecer
algumas relagcdes métricas em um
triangulo retdngulo. Sao elas:

a) bc = ah
2

b) b = am

c)c2=an

32

d)h2=mn
€a=m+n
f)a2=b2+c2

Essa ultima relagcdo € uma das mais
importantes, conhecida como
Teorema de Pitagoras.

Exemplo 01. Determine o valor de x
para o triangulo a seguir:

_ 16

- 18 .

Para calcular o valor de x, iremos
utilizar a relacao:

2

b =am

Emque b =16,a=18 e m = X, entao:

O teorema de Pitagoras é uma
ferramenta muito importante para
encontrar as medidas de um
triangulo retangulo.
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Considere o triangulo retangulo a
seguir:

/
I
/ \
‘o i) b
¢ /5 Yot
/& L
/ \‘\.\
Pl Hipotenusa =
B o C

O teorema de Pitagoras, nos diz que:

‘O quadrado da medida da
hipotenusa € igual & soma dos
quadrados das medidas dos catetos”

Matematicamente:
2 2 2
a =b +c

Esse teorema foi baseado na
proporgao e relagao de figuras.

Existem diversos grupos de trés
ndmeros naturais que, juntos,
obedecem a essa relagdo, os
chamados de terno pitagodrico, como
os triangulos: 3,4 e5;5,12e13e 8,15 e
17.

Portanto, se ha um triangulo cujos
lados correspondem a um terno
pitagdrico, ele é retangulo e, se
(a,b,c) € um terno pitagorico, entao
(ka, kb, kc), para qualquer numero k
natural, também &, correspondente a
um tridngulo retangulo.

a) Relagao entre os comprimentos
do lado | e da altura h de um
triangulo equilatero.

—

Quando tracamos a altura no
triangulo equilatero, formamos um
triangulo retangulo (sombreado).
Entdo, pelo teorema de Pitagoras,
conseguimos determinar a altura do
triangulo equilatero:

zz=h2+(—;)2
P=nt+L
h2=l2—lf:

b) Medida da diagonal do quadrado

Ao tracarmos a diagonal de um
quadrado, formamos dois triangulos
retangulos, em que os lados
representam os catetos e a diagonal
corresponde a hipotenusa. Assim, a
diagonal é:

="+

=210

d=01L2

As relagbes trigonométricas estdo
relacionadas com os angulos de um
triangulo retangulo e sao resultado
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da divisao entre as medidas de dois
lados do triangulo.

Essas relagcdes referem-se ao seno,
cosseno, tangente, cotangente,
cossecante e secante.

Considere o triangulo retangulo ABC
da figura a seguir:

em que Z=909, b=AC, c =AB e
a = BC.

As possiveis divisdes entre dois lados
desse triangulo sao:

I) Seno (sen): divisao entre o cateto
oposto e a hipotenusa:
___catetooposto __ ¢
senf = hipotenusa ~ a
II) Cosseno (cos): divisdo entre o
cateto adjacente e a hipotenusa:

cateto adjacente b
cosh = =—

hipotenusa a

lll) Tangente (tg): divisdo entre o
cateto oposto e o cateto adjacente:

cateto oposto
cateto adjacente

tgh =

£
)

senf
coso ’

Note que: tgb

O seno, cosseno e tangente sao
considerados as razdes
trigonomeétricas basicas. A partir
delas é possivel encontrar as razbes
trigonomeétricas inversas. Sao elas:

IV) Cossecante (cossec): inversa do
seno:
1 hipotenusa a

cossecd = sen® ~  catetooposto ¢

V) Secante (sec): inversa do cosseno:

secd = 1 hipotenusa _ b
T cos® ~  catetoadjacente ~ a

VI) Cotangente (cotg): inversa da
tangente:

cotge — _1 — cateto adjacente =L

tg cateto oposto c
Exemplo 02. Um engenheiro foi
contratado para calcular a altura de
um prédio sem subir nele. A uma
distdncia de 40 metros, constatou-se
que era possivel construir o seguinte
triangulo retangulo.

Qual a altura do prédio,
aproximadamente? Adote \/§ =1,7.

Note que, pela imagem, podemos
obter o seguinte triangulo:

A o 30° ]

40m c
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O valor da altura h corresponde ao
cateto oposto ao angulo que
conhecemos. Além disso, foi dado o
valor do cateto adjacente. Entao, para
encontrar o valor de h, vamos utilizar
a tangente do angulo:

h

tg 30¢ =0

O valor da tangente de 30° vale 33@

Observacgao: Ao decorrer do capitulo
veremos como calcular o valor das
relagcbes trigonométricas para o0s
angulos mais utilizados.

Portanto,

B b
2 -

40
3.h =+/3.40
3.h = (1,7).40

h~ 22,7

Considere o
abaixo:

triangulo da figura

A b C
Temos que:

sen(@) = —- ¢ = a.sen(0)

I
l
=
I

cos (8) = a.cos(0).

35

Além disso, segundo o Teorema de
Pitagoras:

< +b
Substituindo, temos que:
2 2 2
(a.sen(0)) + (a.cos(®)) =a
a. senz(e) +d. cosz(e) =d
2 2
sen (0) + cos (8) =1

A relagdao acima € chamada de
Relacao Fundamental da
Trigonometria ou Relacao
Trigonométrica Fundamental.

A partir da relacao fundamental da
trigonometria:

senz(e) + cosz(e) = 1,

podemos fazer
encontrar outras
trigonométricas. Veja:

manipulagdes e
relacdes

a) Dividindo ambos os membros da
igualdade por cosz(e), tem-se:

tg’(®) + 1 = sec’(®)

b) Dividindo ambos os lados da

~ 2
relagdo fundamental por sen (0),
encontra-se:

1+ 6 = cossecze

No triangulo retangulo ABC da figura
abaixo, « + B = 90° ou seja, a e B
sdao angulos complementares.
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Temos algumas relagdes entre os
angulos complementares:

c Cc
® sena =—; cosf = — = sena = cosP
b b
® cosa = senf =-- = cosa = senf
® tga = —; cotgB =+ = tga = cotgp

a
® seca = -0

a
Lo cossecB =~ = seca = cossecf

a a
® cosseca =—; secf = = cosseca = secf

® cotga =%; tgp =% = cotga = tgf

Os angulos notaveis sdao os angulos
gue aparecem com mais frequéncia,
sendo eles: 30° 45° e 60°. Por isso, é
importante gque se memorize o0s
valores das principais razoes
trigonomeétricas.

Angulos: 30° e 60°

Primeiramente, note que como sao
angulos complementares (30° + 60° =
90°), entao:

sen 30° = cos 60°
sen 60° = cos 30°.

Para deduzir os valores da razdes
trigonomeétricas para os angulos de
30° e 60° vamos considerar o
triangulo equilatero da figura a
seguir:

36

60°

N x/2
Portanto:
sen 302 = cos 602 = —"x& = %
sen 602 = cos 302 = x\/7+/2=§
_ sen30° __ 1/2 ﬁ
tg30° = cos 300 \3/2 — 73

tg 602 = sen 602 — 323{2 :\/§

cos 609 1/2
Angulo: 45°

Para o angulo de 45° considere a
figura abaixo:

45

2

15 -

Aqui temos que:
sen 45° = cos 45°
Entao:

X

02

sen 452 \/5/2
cos45° \2/2

sen 452 = cos 452 = = TZ

tg 452 =
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A tabela abaixo resume os valores das
razbes trigonométricas para esses
trés angulos notaveis:

30° 45° 60°
sen L a2 B
2 2 2
cos a3 a2 L
2 2 2
t B 1
g : 3

Até agora noés vimos as relagdes em
um triangulo retdngulo, mas
podemos obter as relacdes
trigonométricas para qualquer tipo
de triangulo.

Lei dos Senos

A primeira que vamos ver é
conhecida como Lei dos Senos, em
gue se estabelece uma relacao entre
os lados de qualquer triangulo e seus
angulos opostos.

A lei dos senos é utilizada quando se
deseja encontrar as medidas dos
lados, dados dois angulos e outro
lado, ou ainda um dos angulos, dados
dois lados e um angulo.

Considere o triAangulo ABC inscrito na
circunferéncia de raio R, como
mostra a figura a seguir:

37

Pela lei dos senos, vale as seguintes
igualdades:

@« __b___ ¢ _9R

sen A sen B senC

em que R é o raio do circulo que
circunscreve o tridangulo.

Essa lei demonstra que a razao entre
o valor de um lado e o seno de seu

angulo oposto sera sempre
constante, gue a medida do didmetro
da circunferéncia circunscrita ao
triangulo.

Exemplo 03. Qual o valor de x na
figura abaixo:

Vamos resolver aplicando a Lei dos
Senos:

x _ 4\/5

sen 302 sen 1352

43[2 .sen 309
X =

sen 1352

_ 4.y
X = =4
(2/2)
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Lei dos Cossenos

A segunda relagao é conhecida como
Lei dos Cossenos. Ela estabelece uma
relacao entre os lados de qualquer
triangulo e seus angulos, por meio do
valor dos cossenos.

Em um triangulo qualquer ABC,
valem as seguintes igualdades:

a =b2+cz— 2.b.c.cos a

2 2
a +c —2.accosP

Sy
I

C=d+ b - 2.a.b.cos @

De um forma geral, a lei dos cossenos
estabelece que:

“Em qualquer triGngulo, o quadrado
de um dos lados corresponde a
soma dos quadrados dos outros dois
lados, menos o dobro do produto
desses dois lados pelo cosseno do
dngulo entre eles.”

Exemplo 04 Dois lados de um
triangulo medem 4 cm e 6 cm e
formam entre si 120°. Quanto é a
medida do terceiro lado?

Aplicando a lei dos cossenos, temos
que:

a2=b2+cz— 2.b.c.cos a

a°=4" +6° — 2.4.6.cos 120°

a' =16 + 36 — 48 (- =)

a=2\/ﬁ

Em resumo, tanto a Lei dos Senos
quanto a do Cossenos tem como
objetivo descobrir as medidas dos
lados de um tridangulo acutangulo ou
obtusangulo, ou um dos seus
angulos.

Observagao: Podemos reconhecer a
natureza de um triangulo pela
relacdo dos seus lados. Assim,
sabendo-se as medidas dos lados de
um triangulo, e chamando a medida
do maior lado de a, e as outras duas
de b e ¢, reconhecemos a natureza
de um triangulo com base nas
equivaléncias:

a) TridAngulo acutangulo:
a* < b’ + c2
b) TriAngulo obtusangulo:
a2 > b2 + c2
c) Triangulo retangulo:
a=b + ¢
Area do tridngulo

E possivel determinar a drea de um
triangulo em fungao da medida de
dois lados e da medida do angulo
formado por eles. Para tal, utiliza-se a
formula a seguir.

38
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01. (UNIFOR-CE - 2012) A figura
abaixo representa o perfil de uma
escada cujos degraus tém todos a
mesma extensao (vide figura), além
de mesma altura.

A

Extensio

1
B C

Se AB = 3 m e BCA mede 30° entdo a
medida da extensao de cada degrau

b) 2 m.

c) /6 m.
d)Z m.

e)%ém.

02. (UEL-PR) O triangulo ABC é
retdngulo no vértice A. Sabendo que
cos B = 0,6, entdo cotg C € igual a:

a) 5/3.
b) 4/3.
c) 3/4.
d) 3/5.
e)1/2.

03. (UNIFOR-CE) Uma pessoa esta a

80\5 m de um prédio e vé o topo do
prédio sob um angulo de 30°, como
mostra a figura abaixo.

39
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Se o aparelho que mede o angulo
estd a 1,6 m de distdncia do solo,
entdao podemos afirmar que a altura
do prédio em metros é:

a) 80,2
b) 81,6
c) 82,0
d) 82,5
e) 83,2

04. (EPCAR - 2021) No retangulo
EPCR da figura a seguir, PC = 6 cm,
RA=3cmeAC=5cm.

E P
o

ol A

R A C

Ovalorde sena + cos a é:
a) 4
b) 4=
o)

d) =
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05. (EPCAR - 2022) Considere a figura
abaixo e os dados:

P
N
X
A . B
O
M
Q K
Dados:
* sen 152 = ﬁ;ﬁ
®* cos 152 = 6ty

* A B M, N, P e Q pertencem a
circunferéncia de centro O eraio R.

* AMN é um tridangulo equilatero.

* APBQ € um gquadrado.

.~ ~ NY . .
Nessas condigdes, a razao -~ € igual

a:
a)\3-1
b)\3 + 1
c)1l
d) 2

06. (EPCAR - 2012) Uma coruja esta
pousada em R, ponto mais alto de
um poste, a uma altura h do ponto P,
no chao. Ela é vista por um rato no
ponto A, no solo, sob um angulo de
30°, conforme mostra figura abaixo.

R

45°

30°

. [«]
A B P

O rato se desloca em linha reta até o
ponto B, de onde vé a coruja, agora
sob um angulo de 45°com ochaoea

uma distdncia BR de medida 62
metros. Com base nessas
informacgodes, estando os pontos A, B
e P alinhados e desprezando-se a
espessura do poste, pode-se afirmar
entao que a medida do

deslocamento AB do rato, em metros,
€ um ndmero entre:

a)3e4
b)4e5
c)5e6
d)jce?7

07. (EPCAR - 2020) A noite, um
helicoptero da Forca Aérea Brasileira
sobrevoa uma regidao plana e avista
um VANT (Veiculo Aéreo Nao
Tripulado) de forma circular e altura
desprezivel, com raio de 3 m,
estacionado paralelamente ao solo a
30 m de altura.

O VANT esta a uma distancia y
metros de um holofote que foi
instalado no helicéptero. O feixe de
luz do holofote que ultrapassa o
VANT incide sobre a regido plana e
produz uma sombra circular de
centro O e raio R. O raio R da
circunferéncia da sombra forma um
angulo de 60° com o feixe de luz,
conforme se vé na figura seguinte.
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VAT \ ;
\ ,') T|\.‘ s Holofote
Feixe - /’ ‘\‘
de luz ’K‘/’ “‘?\'/L Feixe | 30m
b it " de luz
A Sl 807
(0] A

Nesse momento, uma pessoa que se
encontra num ponto A da
circunferéncia da sombra corre para
o ponto O, pé da perpendicular
tracada do holofote a regido plana.

A distdncia, em metros, que essa
pessoa percorre de A até O é um
numero entre:

a)18e19
b) 19 e 20
c) 20 e 21
d)22e 23

08. (EPCAR - 2011) Em relagao a
figura abaixo, tem-se CAD = 30° AC =
2cmeBC=4cm.

Inla sk

A C

Se AC 1L CB e AD 1 DB, entao, BD,em
cm, éigual a:

a) 5

b) 61/3 — 3
c)2f3-1
d) -5

4

09. (EPCAR - 2016) As cidades A, B e
C situam-se as margens de um rio e
sdo abastecidas por uma bomba
situada em P, conforme figura abaixo.

Sabe-se que o triangulo ABC é
retdngulo em B e a bissetriz do
angulo reto corta AC no ponto P. Se
BC = 6y/3km, entdo CP &, em km,
igual a:

a)6 +3
b) 6(3 —/3)
€) 93 -2

d)9(2 - 1)

10. (UnP-RN) Um avidao de combate
de ISRAEL voa numa reta horizontal a
altura de 1 km em relagdo a um
observador O no solo, situado na
projecao horizontal da trajetdria. No
instante t,, € visto sob angulo B €, no
instante t;, sob angulo a. Com essa
descricao, podemos afirmar que a
distancia percorrida entre  o0s
instantes t, e t, é representada pela
expressao:
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a) senP — sena.

b) tga — tgp.

C) cosp — cosa.

d) cotgp —cotga.
GABARITO

1A

2)B

3)B

4) A

5) A

6)C

7)B

8)C

9)B

10) D

42
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A palavra poligono vem do grego, formada pela uniao de dois termos “poly” e
“gon” que significa muito angulos. Os poligonos sao figuras planas e fechadas
constituidas por segmentos de retas. Os poligonos ocupam uma posicao de
destaque na geometria, sendo uma area importante no estudo da matematica.
Neste veremos a definicao de poligonos e suas propriedades.

O poligono sdo figuras geométricas
planas e fechadas formadas por
segmentos de reta.

Um poligono é formado por cinco
elementos basicos:

a) Lados: sdo os segmentos de reta
qgue contornam a figura.

b) Vértices: correspondem aos
pontos de encontro entre dois lados.

c) Angulos internos: é o angulo que
esta no interior do poligono, formado
por dois lados.

d) Angulo externo: é o
prolongamento de um angulo
interno que, somado a ele, forma um
angulo de 180°.

e) Diagonais: sdo os segmentos de
reta que ligam dois vértices nao
consecutivos da figura.

Veja a identificacao desses elementos
em um poligono qualquer:

D Vértice

Diagonal

Angulo
interno

Os poligonos podem ser classificados
de diferentes modos. Agora veremos
as principais classificagoes.

Numero de Lados

Um poligono pode ser classificado
em relacao ao seu numero de lados.

A tabela mostra o nome dos
principais poligonos em relacao ao
ndmero de lados.

Numero de Nomenclatura
lados (n)

3 Tridangulo

4 Quadrilatero
5 Pentagono

6 Hexagono

7 Heptagono

8 Octogono
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9 Eneagono
10 Decagono
1 Undecagono
12 Docecagono
20 lcosagono

Observagao: note que nao é
necessario decorar a tabela, com
excecao do triangulo e do
guadrilatero, para formar a palavra
fazemos:

Numero de lados (sufixo) + gono.

Exemplo 01. Determine o nome do
poligono a seguir:

O poligono apresenta sete lados,
entdo o sufixo sera hepta.

Portanto, o nome desse poligono é
heptagono.

Regulares e Irregulares

Quando um poligono possui os lados
e 0s angulos internos com medidas
iguais eles sao classificados como
regulares.

Se as medidas forem diferentes, os
poligonos sao classificados como
irregulares.

Uma caracteristica especifica dos
poligonos regulares € que eles sao
figuras simétricas, ou seja, eles
podem ser divididos em partes iguais
por um eixo de simetria.

Alguns exemplos dos principais
poligonos regulares sao:

a) Tridangulo equilatero: ¢ o poligono
regular mais simples. Possui trés
lados congruentes e trés angulos
internos de 60° cada.

b) Quadrado: possui quatro lados
congruentes e quatro angulos retos.

c) Pentagono: possui cinco lados
congruentes e cinco angulos internos
de 108° cada.

d) Hexagono: possui seis lados
congruentes e seis angulos internos
de 120° cada.

e) Heptagono: possui sete lados
congruentes e sete angulos internos
de aproximadamente 128,57° cada.

f) Octégono: possui oito lados
congruentes e oito angulos internos
de 135° cada.

(a) (b) (c)

(d) (e U]
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Convexos e concavos

Um poligono ¢é classificado como
convexo quando todos os pontos de
um segmento de reta estejam dentro
dele. Além disso, em um poligono os
angulos internos sao menores que
180°.

Um poligono é considerado céncavo
guando os segmentos de reta estdao
fora do poligono, mesmo com suas
extremidades no interior dela. Neste
caso, pelo menos um dos angulos
internos é superior a 180°.

Poligono Concavo Poligono Convexo

Agora iremos explorar as
propriedades dos poligonos, como
soma dos angulos internos e
externos, diagonais e calculo de
areas.

Soma dos angulos internos

Considere a figura a seguir:

495

A soma dos angulos internos ) esta

relacionada com a quantidade de
lados (n) do poligono.

Podemos obter a partir da expressao:

S =(n-2)-180°

Para calcular o valor de cada angulo
interno, basta dividir o valor da soma
Sn pelo numero de lados:

3 |~F4

a, =
i

Exemplo 02. Determine a soma dos
angulos internos e a medida de cada
angulo interno de um icosagono.

Um icosagono possui vinte lados,

entao n = 20.
A soma dos angulos internos sera:
S.=(n—2)-180°
S = (20 —2)-180°
Si = 18 - 180° = 3240°
Para encontrar a medida de cada

angulo, basta dividir o valor
encontrado por 20:

3240°
a =

== 162°

Exercicio Proposto

01. Determine a soma dos angulos
internos de um octégono regular e o
valor de um de seus angulos internos.
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Soma dos angulos externos

Considere a figura abaixo:

A

X

A soma dos angulos externos ) de
um poligono sempre sera igual a
360°.
S = 360°
e

Para calcular o valor de cada angulo
interno, basta dividir o valor da soma
S pelo numero de lados:

360°
n

a = =
e

3 |m‘/>

Numero de diagonais

O numero de diagonais de um
poligono também esta relacionado
com o numero de lados.

Para um poligono de n lados, o
numero de diagonais é dado por:

_ n.(m=3)
d = 2

Exemplo 03. Qual o numero de
diagonais de um  pentagono?
Represente-as graficamente.

Um pentagono possui cinco lados,
entao n = 5. Assim:

d = 5diagonais

Graficamente, as diagonais sao
representadas como:

A figura a seguir mostra a
representacao grafica das diagonais
para alguns poligonos.

N=4 N= N=
d=2  d= d=

5
5

A equacao da diagonal nos da como
resultado o nudmero total de
diagonais. Entretanto, podemos
encontrar o numero de diagonais
gue passam pelo centro: basta dividir
0 numero de lados por 2. Note que
poligonos com numero de lados
impar, nao possuem diagonais que
passam pelo centro.

Existem alguns problemas em que se
pede o numero de diagonais que
NAO passam pelo centro. A solucdo é
bem simples, basta pegar o total e
tirar as que passam.
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Considere “A” o numero de diagonais
gue ndo passam pelo centro. Entao:

4 = MOy

N
2 2"
Exercicios Propostos

02. Qual poligono possui 0 numero

de lados igual ao numero de
diagonais?
03. Qual poligono possui 35
diagonais?

04. Os angulos externos de um
poligono valem 20° qual € o numero
de diagonais que ndo passam pelo
centro?

Areas e perimetro

O perimetro de poligonos é definido
como a soma de todos os seus lados.
Enqguanto a area é utilizada para
dimensionar as superficies planas.

Para o obter o perimetro basta
somarmos a medida de todos os seus
lados.

Exemplo 04. O perimetro para um
guadrado, de lado L é:

P=L+L+L+L =4L

b "

Em relacdo a area, cada poligono
possui uma expressao especifica, e
existem diversas formas para
calcula-la.
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Geralmente, para o calculo da area de
um poligono dividimos o poligono
em figuras, cujo calculo da area é
mais facil, como o tridngulo e o
guadrado.

A area do triangulo é calculada a
partir da equacao:

__ _basexaltura

tridngulo 2
E area do quadrado é dada por:

= base x altura

quadrado
2
quadrado =LxL=1
Exemplo 05. Encontre uma

expressao que represente a area de
um hexagono regular.

Para resolver, vamos considerar um
hexdagono regular em que temos
segmentos de reta que liguem o
centro do poligono a cada vértice:

Note que, por ser um poligono
regular, ao dividirmos o hexagono
encontramos seis triangulos
equilateros.

Entdo, a area do hexagono sera seis
vezes a area do triangulo equilatero:

hexagono triangulo

A area do tridngulo equilatero é dada
por:

_ I3
triangulo 4
2 2
Portanto, A, . = 6.3 - 3L
hexagono 4 2
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01. (EPCAR - 2020) No retangulo
EPCR da figura a seguir, PC = 6cm,
RA = 3cme AC = 5cm.

E P

R A C

O valordesena + cos a é:

a) 4+

b) 4>
o) 2>
d) =
02. (CMR3J - 2017) A figura ilustra uma

chapa metalica retangular bem fina
cuja superficie vale 204 cm:z..

Devido a dilatagdao térmica, a maior
das dimensdes (comprimento) foi
aumentada de 3 cm e a largura, de 2
cm, fazendo com que essa superficie
seja aumentada de 76 cm?2.

“Observe que a drea de um
retdngulo corresponde ao produto
do comprimento pela largura.”

Nessas condi¢cdes, o comprimento
pode ter dois valores, ambos contidos
no intervalo:

a) [11,0; 12, 5]
b)[13,5; 15, 5]

c) [14,5; 16,5]
d) [16,0; 18,5]

e) [17,0; 19,5]

03. (EPCAR - 2011) A figura abaixo
representa um octégono regular tal
que CH=6c¢cm:

E

A drea desse poligono, em cm? , é
igual a

a) 56(y2 — 1)
b) 64(+2 — 1)
c) 72(2 — 1)
d) 80(+2 — 1)
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04. (EPCAR - 2009) A figura plana
abaixo representa o logotipo de uma
empresa. Ele foi projetado a partir de
um triangulo equilatero central, cujo
perimetro mede 0,30 m. Expandiu-se
o desenho, acoplando em cada lado
desse triangulo um quadrado. Para
fechar a figura, foram tracados 3
segmentos retilineos, completando
assim o logotipo.

Nos preparativos do

para
Mundo de 2010. esse logotipo sera

Copa

pintado com tintas de mesma
gualidade e textura, a saber:

- o triangulo central, na cor branca;
- 0s demais tridangulos, na cor verde;
- 0s quadrados, na cor amarela.

Sabe-se que cada figura sera pintada
apenas uma vez e que cada mililitro
de tinta cobre 1cm? de area.

Considere /3 =
alternativa correta.

1,74 e marque a

a) O consumo total de tinta sera de
mais de meio litro.

b) As areas branca e verde juntas
equivalem a 58% da area amarela.

c) O consumo de tinta amarela sera o
dobro do consumo de tinta verde.

d) A area branca corresponde a 30%
da area verde.
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05. (OBMEP - 2005) Para cercar um
terreno retangular de 60 metros
guadrados com uma cerca formada
por dois fios de arame foram usados
64 metros de arame. Qual é a
diferenca entre o comprimento e a
largura do terreno?

a)4m
b) 7 m
c)lim
d)17 m
e)28m
06. (EPCAR - 2018) Considere a figura
a seguir:
M N P
T S Q
Sabe-se que: -4
« MNST e NPQS sdo quadrados
e MS=4/2cm

. med{u63]=15°

« 0s pontos M, U, S e R estao alinhados.

Sejam A, a area do triangulo SRQ e A,
a area do triangulo URQ, ambas em

cm>.

A
O valor de A—l é:

2

a)ﬁ

2
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07. (CMR3J - 2015) Os poligonos ao
lado originaram-se de um quadrado
de cartolina que foi recortado.
Sabendo-se que todas as medidas
estao em metros, qual é o perimetro
do quadrado original?

a) 368 m
b) 384 m
c) 400 m
d) 440 m
e) 480 m

08. (OBMEP - 2008) Ronaldo quer
cercar completamente um terreno
retangular de 900 m? Ao calcular o
comprimento da cerca ele se
enganou, fez os céalculos como se o
terreno fosse quadrado e comprou 2
metros de cerca a menos que o
necessario. Qual é a diferenca entre o
comprimento e a largura do terreno?

a)2m
b) 4 m
c)7m
d)9m

e)llm
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09. (EPCAR - 2019) Isabel
confecciona envelopes a partir de
folhas retangulares de papel A4,
conhecido por ter medidas 21 cm por
29,7cm e 75 /g m?

A4

21 cm

29T om

O processo de preparagao de cada
envelope envolve:

- dobrar a folha ao meio tanto no
sentido da maior medida quanto da
menor medida;

com a folha aberta e a
determinacao do seu centro, tomar, a
partir deste, sobre a dobra maior, 8
cm para a esquerda e 8 cm para a
direita, e, sobre a dobra menor, 3 cm
para cima e 3 cm para baixo,
determinando um retangulo;

- sobre as menores dimensdes deste
retdngulo, desenhar dois triangulos
equilateros;

- sobre uma das maiores dimensodes
do retangulo, tomar um triangulo
isdsceles de altura 6 cm;

sobre a outra das maiores
dimensbes do retangulo, desenhar
um trapézio isésceles, cuja medida
do angulo da base maior € igual a 45°
eaalturaéiguala3cm

A figura abaixo é uma planificagao
total de um dos envelopes:
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Considere /3 =1,7.

Se o pacote de papel A4 é vendido
com 500 folhas e se for
confeccionado apenas um envelope
com cada uma das folhas de um
pacote, entdo, a quantidade gasta,
em gramas, de papel € maior que:

a) 800

b) 750 e menor que 800
¢) 700 e menor que 750
d) 650 e menor que 750

10. (EPCAR - 2020) Para participar de
um concurso no qual serao
escolhidos mosaicos para a calgcada
de uma igreja, um artista construiu
seu mosaico usando pentagonos
regulares e losangos dispostos
conforme a figura a seguir

w>

o>

Sabe-se que a e b sdo angulos do
pentagono regular e do losango,
respectivamente. Se a soma a + b
equivale a x graus, entao, quanto ao
valor de x pode-se afirmar que é um
nuamero:

81

a) primo
b) quadrado perfeito
c) divisivel por 7

d) multiplo de 10

GABARITO
1) A
2) D
3)C
4)B
5)A
6)B
7) D
8) E
9) A
10)B
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Neste capitulo iremos estudar sobre uma figura geomeétrica bem conhecida, a
circunferéncia. Ela esta presente na matematica de diversas maneiras, tanto na
geometria plana quanto na geometria analitica. O estudo da circunferéncia é de
extrema importancia para resolver diferentes tipos de problema.

A circunferéncia é uma figura
geomeétrica plana, constituida por
um conjunto de pontos igualmente
distantes de um ponto fixo.

O ponto fixo € chamado de centro e a
distancia entre o centro e cada ponto
é chamada de raio da circunferéncia.

Observe a figura a seguir:

A

O ponto C representa o centro e r
representa o raio da circunferéncia.

Observacgao: as circunferéncias sao
representadas por figuras
“perfeitamente redondas”.

A partir dessas definicdes, é possivel
definir a posicao x de um ponto
qualquer em relagdao ao raio da
circunferéncia. Existem trés
possibilidades:

82

a) Quando x > r,0 ponto é externo a
circunferéncia.

b) Quando x =1, o ponto esta
circunferéncia.

na

c¢) Quando x < 7, o ponto estda no

interior da circunferéncia.

X=r

O x>r

A circunferéncia possui  alguns
conceitos que sao muito utilizados ao
longo de seu estudo, sendo eles:

a) Corda: € todo o segmento que une

dois pontos distintos de uma
circunferéncia, isso significa que o
segmento POSSUi as duas
extremidades pertencentes a

circunferéncia.

b) Didametro: quando a corda passa
pelo centro da circunferéncia, ela é
chamada de diametro. O diametro é
a maior corda da circunferéncia.
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c) Raio: é 0 segmento que possui
uma extremidade no centro e outra
extremidade pertence a
circunferéncia.

Veja a representacao desses trés
conceitos na figura:

Note que, o raio sempre serd a
metade do didmetro. Assim:

d =2*r

Observagdo: Raios e diametros sdo
nomes de segmentos de reta, mas
podem ser utilizados como a medida
desses segmentos.

O circulo € definido como o conjunto
de todos os pontos presentes no
interior de uma circunferéncia, ou
seja, € todo o espaco ocupado dentro
da circunferéncia.

Dessa forma, € como se a
circunferéncia fosse a “linha” exterior
e o circulo é a circunferéncia mais a
parte interna.

a3

Na figura acima a circunferéncia é
representada pela linha preta e o
circulo € a juncao da linha preta com
todo o interior hachurado.

Exemplo 01. Sobre a circunferéncia,
julgue as afirmativas a seguir:

I. A circunferéncia de centroO eraior
é um conjunto de todos os pontos
cuja distancia até 0 éigual ar.

Il. O comprimento do didmetro é
sempre igual a metade do
comprimento do raio.

lll. A circunferéncia € uma éarea plana
limitada por um circulo.

Margue a alternativa correta:

a) Somente a afirmativa | é
verdadeira.
b) Somente a afirmativa Il é
verdadeira.
c) Somente a afirmativa |IlI é

verdadeira.

d) Todas as afirmativas sao falsas.
Solugdo:

|. Verdadeira, por definicao.

Il. Falsa, pois o diametro é igual ao
dobro do raio.

l1l. Falsa, pois o circulo que é a area
plana limitada pela circunferéncia.

Portanto, a
alternativa A.

resposta correta é a

O setor circular € uma regidao do
circulo que é delimitada por 2 de
seus raios, formando um arco entre
os pontos A e B. Veja:
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E a abertura formada pelas dois
segmentos de reta (raios), que se
encontram em um ponto comum
(vértice) € chamado de angulo (a).
Quando o vértice coincide com o
centro da circunferéncia é chamado
de angulo central.

Neste caso, dizemos que AB é o arco
correspondente ao angulo a.

Nos vimos nos capitulos anteriores
qgue os angulos sao medidos em
graus (°). Agora iremos definir uma
nova medida de angulo: o radiano
(rad).

Vamos utilizar como exemplo a
Figura acima, o angulo central a tem
por medida 1 rad, se o comprimento
do arco AB for igual ao raio do circulo.

Para o circulo completo, a medida do
angulo é 2m rad, o que corresponde a
360°.

Observacgao: para realizar a
conversao do angulo em graus para
radianos ou vice versa, basta
fazermos uma regra de trés. Veja o
exemplo a seguir.

Exemplo 02. Quantos radianos mede
um angulo reto?

Sabemos que um angulo reto € igual
a 90°, entao:

2ntrad — 360°
xrad — 90°

360x = 2m90

21.90
360

TL.
x = = rad

De uma forma geral, o perimetro é
definido como a soma de todos os
lados de uma figura. Contudo,
sabe-se que uma circunferéncia nao
apresenta “lados”.

No caso de circunferéncias, podemos
utilizar a definicdo de que o
perimetro é a linha que forma o
contorno de uma figura feita num
plano ou em uma superficie.
Portanto, para a circunferéncia, o
perimetro é dado por:

C=2 -m-r

Em que r € o raio e m é o nUmero é
um numero irracional (m ~ 3, 14).

A adrea do circulo corresponde ao
valor da superficie dessa figura e é
dada pela equacao:

A=mn-r

Em que r € o raio da circunferéncia.
Podemos calcular a area utilizando o
didmetro ao invés do raio. Nesse caso,
a equacao é dada por:

Perimetro e area do setor
circular

Nos definimos na secao anterior o
conceito de setor circular, agora
veremos como calcular o)
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comprimento e a area para essa
secao.

Sabendo que para um circulo
2R = 360°. Entao, para obter o
perimetro ou comprimento do arco

(L), podemos utilizar a seguinte
relagao:
2R — 360°
L — 6
2R .0 R.O

L ===

Em que 6 é o angulo formado pelo
arco, dado em graus (°). Quando o
angulo dado for em radianos, a
expressao fica:

R.O
T

L =

Para o calculo da area, vamos seguir
O mesmo raciocinio:

Sabendo que 4 . = nRZ, entado:
circulo
2
nmR — 360°
A—0
R*.8

A =

360

Caso o angulo esteja em radianos, o
gue é mais comum, a area é dada
por:

Exemplo 03. Na fazenda do Seu
Sebastido, o cultivo de milho é feito
em uma area delimitada por uma
circunferéncia. Para evitar invasdes
de animais na plantacao, ele decidiu
cerca-la com arame farpado, dando 4
voltas completas. Sabendo que o
didmetro da circunferéncia é de 1 km,
a quantidade minima de arame
necessaria para cercar essa area €
igual a:

50

(Use T = 3)
a) 3 km

b) 6 km

c) 12 km
d) 20 km
Solugdo:

Quando se fala em dar voltas,
automaticamente deve-se pensar em
perimetro. Desse modo, o perimetro
da circunferéncia é dado por:

C=2 -m-r

Nesse caso, o didmetro d = 1 km.

Entdo, tem-se que r = 0,5 km.
Substituindo na equacao:
c=2-3-05
C =3km
Portanto, o perimetro é de 3 km.

Como foram dadas 4 voltas, faz-se a
seguinte regra de 3:

3km — 1volta
X — 4 voltas
Logo, x =12 km.

Entdo, a resposta correta € a

alternativa A.
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01. (Enem 2014 - PPL) Um homem,
determinado a melhorar sua saude,
resolveu andar diariamente numa
praca circular que ha em frente a sua
casa. Todos os dias ele da exatamente
15 voltas em torno da praga, que tem
50 m de raio. Qual é a distancia
percorrida por esse homem em sua
caminhada diaria? (Use a1 = 3,0)

a) 0,30 km
b) 0,75 km
¢) 1,50 km
d) 2,25 km
e) 4,50 km

02. (IFG - 2019) Se o raio R de uma
circunferéncia for reduzido pela
metade, é correto afirmar que:

a) O valor da area do circulo ficara
reduzida pela metade do valor da
area do circulo inicial de raio R.

b) O valor da area do circulo ficard a
3% do valor da area do circulo inicial
de raio R.

c) O comprimento da circunferéncia
se reduzirda a Y% do valor do
comprimento  da circunferéncia
inicial de raio R.

d) O comprimento da circunferéncia
se reduzird a metade do valor do
comprimento  da circunferéncia
inicial de raio R.

03. Um parque possui formato
circular e serda cercado para a
realizacdao de um evento. Sabendo
qgue para cercar essa regiao sera
gasto um total de R$ 9,00 por metro
e gue o raio desse pargue é de 14
metros, o valor gasto para cerca-lo
sera igual a:

o6

(Use T = 3)

a) R$ 756,00
b) R$ 695,00
c) R$ 640,00
d) R$ 525,00

04. (IFG - 2015) Dois circulos, C1 e €2,
possuem raios com medidas 3x e
x+5 em cm, respectivamente.
Sabe-se que a razao entre o
comprimento de €1 e o comprimento
de (€2 é igual a 2. Dessa forma, é
correto afirmar que as areas de C1 e
C2 valem em cm?, respectivamente:

(Use ar = 3,14)

a) 900 T e 225 1T.
b) 920 9r € 240 1.
c) 905 91 e 255 1.

d) 910 T e 235 1.

05. (UERJ - 2020) Um valor
aproximado da area do circulo pode
ser obtido elevando-se ao quadrado
8/9 do seu didmetro. Fazer esse
calculo corresponde a substituir, na
féormula da 4rea do circulo, o valor de
T por um numero racional. Esse
ndmero é igual a:

a) 128/9

b) 256/9
c) 128/81
d) 256/81

06. (Santa Casa/SP) Um lago circular
de 20 m de diametro é circundado
por um passeio, a partir das margens
do lago, de 2 m de largura.
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A drea do passeio representa a
seguinte porcentagem da area do
lago:

a) 10%
b) 20%
c) 32%
d) 44%

07. (IFRN - 2018) As medidas das
bolas - circunferéncia, peso e pressao
- que serao utilizadas durante os
jogos da Copa do Mundo na RuUssia
serao conferidas 30 minutos antes de
cada partida.

A bola “TELSTAR
circunferéncia central
comprimento de 69,08 cm.

18"  possui

com o

Usando 3,14 como aproximagao para
x, o valor do didmetro dessa
circunferéncia sera:

a)20cm
b) 22 cm
c)l4cm
d) 18 cm

08. (ENEM - 2016) No projeto de
arborizagdo de uma praga esta
prevista a construcao de um canteiro
circular. Esse canteiro sera
constituido de uma area central e de
uma faixa circular ao seu redor,
conforme ilustra a figura.

=
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Deseja-se que a area central seja
igual a darea da faixa circular
sombreada.

A relacao entre os raios do canteiro
(R) e da area central ® devera ser:

a)R = 2r
b)R = /2
_r2+2r
C)R_T
d)R=r2+2r
—3
e)R==r

09. (ENEM - 2015) A figura € uma
representacao simplificada do
carrossel de um parque de diversoes,
visto por cima. Nessa representacao,
os cavalos estdo identificados pelos
pontos escuros, e ocupam
circunferéncias de raios 3 m e 4 m,
respectivamente, ambas centradas
no ponto O.

Em cada sessdo de funcionamento, o
carrossel efetua 10 voltas.

Quantos metros uma crianca sentada
no cavalo C1 percorrera a mais do que
a crianca no cavalo C2, em uma
sessaon? Use 3,0 como aproximacao
para .

a) 55,5
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b) 60,0
¢) 175,5
d) 2355
e) 240,0

10. (FATEC - 2008/Adaptada) Na
figura, o raio do circulo de centro S é
trés vezes o raio do circulo de centro
O, e os angulos centrais sombreados,
RST e POQ, sao tais que a medida de
RST € a metade da medida de POQ.

,_/ '/—_\“\ / X
(
\ A

Se, no circulo de centro O, a area do
setor circular sombreado POQ é igual
a 4, entdo, no circulo de centro S, a
area do setor circular sombreado RST
é:

\
|

a)6
b) 12
c) 18

d) 28

58

)E

2) D
3)A
4) A
5) D
6) D
7)B
8)B
9) B
10) C

GABARITO
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A circunferéncia € uma figura muito importante para diversas areas do
conhecimento. Neste capitulo, iremos aprender alguns conceitos cruciais para
resolver os problemas geomeétricos e explorar as propriedades fundamentais da

circunferéncia.

Como vimos no capitulo de
Geometria Plana, estudar a posicao
relativa entre duas ou mais figuras
geomeétricas consiste em analisar a
posicao de uma em relagcao a outra.
No caso das circunferéncias,
analisamos a posicao relativa da
circunferéncia em relagao a uma reta
e a posicao entre circunferéncias.

Entre uma reta e uma
circunferéncia

Temos dois casos:

a) Reta tangente: uma reta tangente
intercepta a circunferéncia em um
unico ponto P. O ponto P é chamado
de ponto de tangéncia ou ponto de
contato.

Nesse ponto a reta é perpendicular
ao segmento que une o ponto de
contato ao centro da circunferéncia.

Reta tangente

89

Duas circunferéncias podem ter uma
reta tangente em comum, ou seja, a
reta tangencia duas circunferéncias

ao mesmo tempo. Nesse caso,
existem duas possibilidades: retas
tangentes comuns internas e
externas.

Quando tracamos uma reta ligando
os centros das duas circunferéncias
no plano, esta reta separa o plano em
dois semi-planos:

Semi-plano

£
N

Semi-plano

Se os pontos de tangéncia estdo no
mesmo semi-plano, temos a reta
tangente comum externa:

~
N\

Se os pontos de tangéncia estao em
semi-planos  diferentes, a reta
tangente comum é interna:
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N

b) Reta secante: uma reta secante
intercepta a circunferéncia em dois
pontos quaisquer.

Reta secante

Observacao: Tangentes e secantes
sao 0s nomes das retas, mas podem
ser utilizadas para denotar
segmentos de retas ou semirretas.
Por exemplo, a tangente PQ pode
representar o segmento de reta
tangente a circunferéncia que une os
pontos P e Q.

Entre duas circunferéncias
Duas circunferéncias podem ser:

a) Disjuntas: quando ndo possuem
pontos em comum.

b) Tangentes: quando possuem um
Unico ponto em comum, ou seja, elas

sao tangentes a mesma reta no
mesmo ponto de tangéncia.
As circunferéncias podem  ser

tangentes externas uma a outra se os
seus centros estao em lados opostos
ao da reta tangente comum:

60

Note que, se as duas circunferéncias
sao tangentes externas, entao os
centros e pontos estdao em uma

mesma reta e esta reta é
perpendicular a reta tangente e
comum as duas circunferéncias.

Assim, a distdncia entre os centros € a
raios

soma dos das duas

circunferéncias

Ou as circunferéncias podem ser
tangentes internas, se 0Ss seus
centros estdo do mesmo lado da reta
tangente comum:
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c) Secantes: quando possuem dois
pontos em comum.

d) Concéntricas: quando possuem o
mesmo centro.

Um poligono € circunscrito a uma
circunferéncia quando possui seus
lados sdao tangentes a circunferéncia.

Neste caso, dizemos que a
circunferéncia esta inscrita no
poligono.

Veja as figuras a seguir:

Uma propriedade importante em

relagcao aos quadrilateros
circunscritos é gque a soma de dois

61

lados opostos € igual a soma dos
outros dois lados.

Considere um quadrilatero ABCD
circunscrito em uma circunferéncia:

Nestas condicdes:

AB + CD = AD + BC

Um poligono é inscrito em uma
circunferéncia se cada vértice do
poligono é um ponto da
circunferéncia. Nesse caso, dizemos
gue a circunferéncia é circunscrita ao
poligono.

Nas figuras temos um pentagono e
um triangulo inscritos na
circunferéncia, respectivamente.

Se temos um quadrildtero inscrito
em uma circunferéncia, entdo os
angulos opostos sdao suplementares,
isso significa que a soma dos angulos
opostos é 180° e a soma de todos os
guatros angulos é 360°.
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Considere a figura a seguir:

B
A g
D
Nestas condicdes:
A+C=180
B+D =180

)
+
™)
+
oD
+
o)
Il

No6s vimos no capitulo anterior que
em uma circunferéncia o angulo
pode ser formado pela abertura de
dois segmentos de retas que se
encontram em um ponto comum.

Além disso, os angulos também
podem ser formados entre uma reta
tangente a circunferéncia e uma
secante que a intercepta. Esses
angulos sao chamados de angulos
inscrito e circunscrito,
respectivamente.

Angulo inscrito

Para um angulo inscrito em
circunferéncias temos duas posicoes
gerais, que dependem dos lados dos
angulos:
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a) Os lados dos angulos sao duas
cordas da circunferéncia:

Neste caso, A é o vértice do angulo
inscrito, a € o angulo inscrito e B o
angulo central correspondente.

b) Os lados do angulo sdo uma corda
da circunferéncia e uma semi-reta
tangente:

Em que D é o vértice do angulo,a € o
angulo inscrito e B o angulo central
correspondente.

Note que para os dois casos, o vértice
do angulo é um ponto da
circunferéncia.

Um resultado importante é que a
medida do angulo inscrito em uma
circunferéncia é igual a metade da
respectiva medida do angulo central.
Assim:

B = 2a
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Angulo circunscrito

Para os angulos cujo vértice sao
exterior a circunferéncia e os lados
encontram a circunferéncia, temos as
seguintes possibilidades:

Nas figuras acima, m e n
representam as medidas dos arcos
da circunferéncia. E em qualgquer um
dos casos:

Agora vamos ver o que chamamos de
poténcia de ponto, que sao
resultados obtidos a partir da jungao
dos conceitos de cordas e
segmentos, que podem nao ser
evidentes em um primeiro momento.
Entretanto, sao Dbastante Uteis
quando temos exercicios que
envolvem descobrir o comprimento
no interior da circunferéncia.

Poténcia de ponto (1): Cordas
interceptando dentro da
circunferéncia

Considere uma circunferéncia com
duas cordas gue se interceptam em
um ponto P, no seu interior:

O produto das medidas das duas
partes de uma corda é igual ao
produto das medidas das duas partes
da outra corda. Assim:

(PA). (PB) = (PC).(PD)

Portanto, a partir de um ponto fixo P
no interior de uma circunferéncia, o
produto (PA). (PB) € constante para
gualquer que seja a corda AB
passando por este ponto P. Esse
produto é denominado a poténcia do
ponto P em relacdo a essa
circunferéncia.



¥R CASDinho

Matematica EPCAR

Poténcia de ponto (2):
Secantes interceptando fora
da circunferéncia

Considere duas retas secantes a uma
mesma circunferéncia e que se
interceptam em um ponto P
localizado fora da circunferéncia:

Se uma dessas retas passa pelos
pontos A e B e outra reta passa pelos
pontos C e D da circunferéncia,
entao:

(PA). (PB) = (PC). (PD)

Portanto, a partir de um ponto fixo P
no exterior de uma circunferéncia, o
produto (PA). (PB) € constante para
qgualquer que seja a reta secante a
circunferéncia passando por este
ponto P. Esse produto é denominado
a poténcia do ponto P em relacao a
essa circunferéncia.

Poténcia de ponto (3): Secante
e tangente interceptando fora
da circunferéncia

Considere que uma reta secante e
uma reta tangente a uma mesma
circunferéncia se interceptam em um
ponto P fora da circunferéncia, e a
reta secante passa pelos pontos C e D
e a reta tangente passa pelo ponto T
de tangéncia:

Neste caso:

(PT)* = (PC). (PD)

Exemplo. Considere a figura com as
cordas AB e CD tendo intersecgao no
ponto P, com (AP) = 5cm, (PB) =8 cm
e (CD) = 14 cm. Qual o valor do
segmento PD, representado por x?

Solugdo:
Pela poténcia de ponto:
(PA). (PB) = (PC).(PD)
Temos que CP =14, entao:
PC=14-x.
Substituindo, temos:
5.8 = (14-x).x

Multiplicando os termos chegamos a
equacao do 2° grau:

x? -14x+40 = 0.

Encontrando as raizes da equacao,
temos que x = 4 ou x = 10.

Isso significa que se uma das partes
do segmento medir 4 a outra medira
10. Como, PD > PC,PD =10 e PC = 4.
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01. Na figura, o arco BC mede 120°.
Calcule o valor de x.

a) 60°
b) 30°
c) 15°
d) 90°

02. Na figura, o angulo ABC mede
76°. Calcule a medida angular do
arco ABC.

a) 104°
b) 208°
c) 312°
d) 152°

03. Na figura, A, B e C sao pontos da
circunferéncia A de centro Oeaec
sdo as medidas dos angulos com
vértices em A e C, respectivamente.
Determine, em graus, a soma a+c.

a) 77°
b) 104°
c) 27,5°
d) 57°

04. (EPCAR - 2017) Na figura a
seguir, os eixos x e y formam o
sistema cartesiano ortogonal e a
circunferéncia tem centro em O e
raio igual alcm. Aretar é tangente a
circunferéncia em T, intercepta o eixo
y em B, e C é a projecao ortogonal de
T sobre o eixo x.

v
O produto OB.CT,em cm?, é igual a:
a) 25

b) 2

c)15

d)1
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05. (FGV) O quadrado PQRS esta
inscrito em um circulo de centro C. A
corda intercepta a diagonal do
guadrado em A, sendo que QA = 6cm
e AB=4cm.

Nas condi¢des descritas, a medida do
lado do quadrado PQRS, em cm, é
igual a:

a) 2./10
b) 52
c) 21/15
d) 62
e)7\2

06. Qual é o arco correspondente a
um angulo reto inscrito em uma
circunferéncia ?

a) ¥ da circunferéncia
b) Y2 da circunferéncia
c) Y5 da circunferéncia
d) % da circunferéncia

07. (EPCAR - 2017) Considere a figura
e os dados a seguir:

DADOS:

«0 & o circuncentro do

trigngulo ABC
o « med|AGD )= 50°
« BEC e BOC s3o retos
-« FG
circunferéncia de centro O

&€ o diametro da
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A medida do angulo AFG, em graus, é
igual a:

a) 40
b) 50
c) 60
d) 70

08. Calcule o valor de X na figura
abaixo.

i
A
2
X P
4
x+2
D B
a)2
b) 4
c)6
d)8

09. (EPCAR - 2016) Na figura, E e F
sdo, respectivamente, pontos de
tangéncia das retas r e s com a
circunferéncia de centro O e raio R.

D é ponto de tangéncia de BC com a
mesma circunferéncia e AE =20 cm,
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O perimetro do triangulo ABC
(hachurado), em centimetros, é igual
a:

a) 20
b) 10
c) 40
d) 15

10. Uma roda gigante possui um
didmetro de 40 metros e esta
girando a uma velocidade constante
de 2 voltas por minuto. Um aluno da
EPCAR observava a roda a partir de
um ponto a 15 metros de distadncia do
centro da roda. O angulo excéntrico
formado pelo aluno e as
extremidades da roda é de 45°
Considere o centro da roda como o
ponto O. Determine:

a) A drea do segmento circular
compreendido entre o ponto onde o
aluno estad e a roda.

b) O tamanho do arco da
circunferéncia descrito pela roda ao
percorrer 5 minutos.

c) A poténcia de ponto do aluno em
relacao a roda.
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GABARITO
A
2)B
3) D
4)D
5)C
6)B
7) A
8) A
9)C

10) A)314,16 m? B)628,32 m C)175 m
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Nos capitulos anteriores nés vimos figuras com apenas 2 dimensdes, as figuras
planas. Neste capitulo, passamos a considerar as 3 dimensdes, ou seja, as figuras
possuem altura, comprimento e largura. Essas figuras sdo chamadas de soélidos
geomeétricos ou figuras espaciais. Um conceito muito importante no estudo dos
solidos geométricos € o volume. O volume é uma grandeza que indica a por¢ao
do espaco ocupada por um objeto qualquer. Para cada solido geomeétrico temos
uma férmula especifica para calcular o seu volume, como veremos no decorrer

deste capitulo.

Antes de determinar as expressdes
para calcular o volume dos sdlidos
geomeétricos, iremos definir alguns
conceitos.

Volume e capacidade

O volume de um sélido € um numero
real positivo associado a regiao do
espaco limitada por ele, indicando o
espaco ocupado.

Ja a capacidade de um solido € um
ndmero real positivo associado ao
gue cabe dentro deste solido.

Dessa forma, medir o volume de um
objeto é determinar a quantidade de
espagco que ele ocupa, enguanto
medir a capacidade de um objeto é
determinar a quantidade de espaco
de que ele dispde para armazenar.

De modo geral, escolhendo-se as
unidades de medida adequadas,
estes valores coincidem
numericamente.

Unidades de medida de
volume

Tradicionalmente, a unidade utilizada
para medir volumes € um cubo de
aresta unitaria (u), conforme figura a
seguir:
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Neste cenario, u® € a unidade de
medida equivalente a medida do
volume de um cubo de aresta u.

Por exemplo, define-se que um
metro cubico (1 m3) corresponde ao
volume de um sdlido cubico cuja
aresta mede 1 m.

1
Tm m

Tm

m

O metro cubico (Mm3) é a unidade
fundamental de medida de volume.

De maneira analoga, podemos definir
Tmm3,1cm3,1dm3,1dam3,1ham3 e
km?3 que sao os submultiplos e os
multiplos do metro cubico.

A conversao entre essas unidades de
medida pode ser realizada conforme
ilustracao a seguir:

+10%  +10° +10® +10° =108 =108

x10® x10° x10°  x103 x10®  x103
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Unidades de medida de
capacidade

A unidade base utilizada para medir a
capacidade ¢é o litro (L), que
corresponde ao gque cabe dentro de
um recipiente cubico cuja aresta
mede 1dm.

Portanto, um recipiente cujo volume
é 1 dm3 possuird capacidade para
armazenar 1 L. Isto é, 1 L equivale a1
dm3.

Também  existem Mmultiplos e
submultiplos para o litro, cuja
conversao pode ser realizada
conforme ilustracao a seguir:
+10 +10 =+10 +10 =10 +10
x10 x10 x10 x10 x10 x10
Atencao:
Além do fato de que 1 L é o

equivalente a 1 dm?3, existem outras
relacbes importantes entre as
unidades de volume e de capacidade.
Entre elas, destacam-se:

e 1dm3=1L.
e 1mM3=1000L.
e 1cm3=1mL.

Observacgao: O litro nao consta como
representacao padrao no Sistema
Internacional de Unidades. Todavia,
conforme prevé o Instituto Nacional
de Metrologia, Qualidade e
Tecnologia (INMETRO), deve ser dada
preferéncia a representagao com o L
maiudsculo. O simbolo ¢ nao é
aprovado por 6rgaos internacionais e
a letra “I" mindscula pode ser
confundida com o algarismo 1 ou
com a letra “i” maidscula.
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Paralelepipedo € um solido espacial
que possui 6 faces, opostas, duas a
duas, na forma de paralelogramos.

Segundo a perpendicularidade de
suas arestas em relagcao a base, os
paralelepipedos sao classificados em:

a) Paralelepipedos obliquos: as
arestas laterais sdao obliquas em
relacao a base.

b) Paralelepipedo reto retangulo: as
arestas laterais sdo perpendiculares a
base, ou seja, apresentam angulos
retos entre cada uma das faces.

Veja:

Reto

Obliguo

Os paralelepipedos reto retangulos
podem ser decompostos em varios
cubos idénticos entre si, o que
permite que se calcule seus volumes.

Por exemplo, adotando u®* como
unidade para medir o paralelogramo
reto da figura abaixo, pode-se
decompor ele em cubos com 1 u de
aresta.

1\}
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O volume ocupado por este
paralelepipedo é igual a soma dos
volumes de todos os cubos. Assim,
para obter seu volume basta verificar

guantos cubos formam esse
paralelepipedo.
Inicialmente, pode-se verificar

guantos cubos ha na camada inferior
do paralelepipedo, onde existem
duas fileiras de 4 cubos:

Assim, o total de cubos na camada
inferior é 4 -2 = 8 cubos.

A seguir, para encontrar o total de
cubos, basta multiplicar esse
resultado por 3, que € o numero de
camadas iguais a camada inferior:

S S LS
v
vd
e

L~

Logo, o paralelepipedo é formado por
8 - 3 = 24 cubos com volume de 1 u3,
ou seja, o volume do paralelepipedo é
24 U3,

Portanto, para obter a quantidade de
cubos que formam um
paralelepipedo reto retangulo, basta
multiplicar o numero de cubos de
cada camada pelo numero de
camadas.

(/]

Exemplo 01. Qual € o volume do
paralelepipedo reto da figura a
seguir?

4cm

5¢cm

6cm

Resolucao:

Veja que o paralelepipedo em
guestdao esta decomposto em varios
cubos menores, com 1 cm de aresta
cada. Assim sendo, seu volume (V),
gue é o total de cubos, sera dado por:

Numero de
camada.

V=6.5.4—"
)
Numero de cubos
em cada camada.

V = 120 cubos

Portanto, o paralelepipedo é formado
por 120 cubos, cada um com o
volume de 1 cm?3. Logo, o volume do
paralelepipedo é:

V = 120 cm’.

De um modo geral, para calcular o
volume de um paralelepipedo reto,
basta multiplicar suas trés
dimensdes. comprimento, largura e
altura.

Considere a figura abaixo:
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Sendo V o wvolume de um
paralelepipedo e denotando o
comprimento por a, a largura por b e
a altura por ¢, tem-se que:

V = a.b.c

Exemplo 02. Qual é o volume e a
capacidade de uma caixa d'’agua no
formato de um paralelepipedo reto
retdngulo com 2 m de comprimento,
2 m de largura e 1 m de
profundidade?

2m

am

Resolucao:

Primeiro vamos calcular o volume da
caixa d'agua:

V = a.b.c

V = 2m.2m.1m

V = 4m

Agora, vamos determinar a
capacidade da caixa d'agua:

Sabendo que 1 m? é o equivalente al
000 L, entdo 4 m3 serd equivalente a
4 000 L.

Logo, o volume da caixa d'agua é 4
m* e sua capacidade é 4 000 L.

Considerando, ainda, a area da base
de um paralelepipedo reto retdngulo
de dimensdes a, b e ¢ como sendo

Ab = a.b, tem-se que o volume do

mMesmo pode ser expresso por:

%4 = A.c
paralelepipedo b

Isto é, o) volume de um
paralelepipedo reto retangulo é igual
ao produto da &area da base pela
medida da altura.

Exercicios Propostos

01. De quantos cubinhos iguais a A
precisamos para montar um cubo
igual a B?

!

A B

02. Quantos litros de 6leo cabem no
galdao abaixo?

50 cm

a 20 cm

20 cm

Um cubo é um paralelepipedo reto
retdngulo em que as trés dimensdes
possuem o mesmo tamanho, ou seja,
a =b = c. Veja:
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Desse modo, o volume de um cubo
cujas arestas tém medida a é dado
por

cubo

Exemplo 03. Qual é o volume e a
capacidade de um cubo cuja aresta
mede 5cm?

Resolucio:

O volume do cubo é:

=5cm.5cm.5cm
cubo

3
vV = 125cm
cubo
Sabendo que 1 cm? é o equivalente a
1 mL, 125 cm3 sera equivalente a 125
mL.

Logo, o volume do cubo é 125cm?® e
a sua capacidade € 125 mL.

Considere trés pilhas com o mesmo
numero de folhas de papel, de
mesmas dimensdes, empilhadas de
formas diferentes sobre uma mesa,
conforme figura a seguir:

Note que:

. Qualquer plano paralelo ao tampo
da mesa (plano a) que secciona as
trés pilhas determina superficies de
areas iguais (uma folha).

Il. As trés pilhas de papel possuem
volumes iguais, pois sao formadas
pela mesma quantidade de folhas.

Esse exemplo pratico caracteriza,
intuitivamente, o que formalmente
se define como Principio de Cavalieri.

O principio de Cavalieri diz:

“Se dois ou mais solidos de alturas
iguais estdo apoiados sobre um
plano a, de forma que todo plano
paralelo a a determine nesses solidos
superficies de dreas iguais, entdo,
esses solidos tém o mesmo volume.”

Por exemplo, os soélidos da figura a
seguir possuem volumes iguais:

k H

Isso ocorre devido ao Principio de
Cavalieri, conforme pode-se observar
na figura a seguir:

o 4
s .
£

Fememcammma—ae

LS

NSNS

Na Matematica, define-se Prisma
como o solido formado por duas
faces opostas entre si na forma de
poligonos congruentes, chamadas de
bases do prisma, que sdo conectadas
por faces laterais na forma de
paralelogramos.
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Um exemplo de prisma é o
paralelepipedo, que sdao primas de
bases quadrangulares, conhecidos
como prismas quadrangulares.

De um modo geral, os prismas sao
classificados de acordo com o
numero de lados dos poligonos das
bases. Por exemplo, na figura a seguir
tem-se um prisma hexagonal:

—
A _I“\\
R
., L |f.f’
| |
| |
L _
* b
h P

Prisma hexagonal

O Principio de Cavalieri permite
calcular o volume do prisma a partir
do volume do paralelepipedo reto
retangulo.

Considere um prisma pentagonal e
um paralelepipedo reto retangulo
com mesma altura (h) e mesma area
da base (A,), conforme figura a
seguir:

N
Ymmm————

r———]--4
]
1
1

Existe um plano horizontal a que
contém as bases desses dois sdlidos,
e qualquer plano paralelo a a que
secciona os dois sdlidos determina
superficies de areas iguais.

Entao, pelo Principio de Cavalieri, os
dois sélidos possuem volumes iguais,
0 gue permite concluir que o volume

de um prisma qualquer (V,sma) pode
ser determinado pela mesma
féormula do volume do paralelepipedo
reto retdngulo. Assim:

= A.h

prisma b
Exercicios Propostos

03. Qual é o volume de um objeto
com duas bases paralelas de mesma
area medindo 20 cm?, cuja altura
mede 15cm?

04. Calcule o volume do prisma
abaixo, sabendo que a sua altura
mede 10 cm e que sua base é um
triangulo equilatero de lado 4 cm.

T cm

o i A

O cilindro € uma das figuras mais
utilizadas no dia-a-dia, por exemplo, o
copo, a panela, lata de tinta etc. O
cilindro é o sélido formado por duas
faces opostas no formato de circulos
idénticos.

Sy
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Para determinar o volume deste tipo
de figura, pode-se considerar um
cilindro e um prisma com mesma
altura (h) e bases de mesma area (A,)
contidas num plano a, conforme
figura a seguir:

Pelo Principio de Cavalieri, tem-se
que o volume do cilindro (Vgningro)
sera determinado pela mesma
formula do volume do prisma
gualquer. Isto é:
, = A .h
prisma b
Como o cilindro sempre possui

circulos em suas bases, pode-se
utilizar a férmula da area do circulo:

rz

= T

base

Sendo r o raio da base do cilindro.
Assim:

2
= mr.h
cilindro

Exercicios Propostos

05. Qual é o volume de um bolo com
formato de um cilindro cuja altura
mede 5 cm e cujo diametro da base
vale 60 cm?

06. Quantos litros cabem em um
galao cilindro com 20 cm de
diametro e 60 cm de altura?

“4
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01. (ETEC - 2007) Considere o
formato do ENIAC um bloco
retangular de volume igual a

396 m3. Sabendo que o ENIAC tinha
5,5 metros de altura e 30 metros de
comprimento, a medida de sua
largura, em metros, € igual a

a) 2,4.
b) 2,8.
c) 3,0.
d) 3,3.
e) 4,0.

02. (EMBRAER - 2008) Flavia possui
um jogo com 216 cubos iguais, com
as dimensdes mostradas na Figura |,
gue ficam guardados em uma caixa

(Figura 1), também cUbica,
preenchendo-a totalmente.
///r-k'“'“x_ ~—
&Rx ,/II
R N |
Oﬁ cm 'ul |'I'§
5 cm\l‘/fv cm '|I |5
| |
Figura I Py ‘ >
('4) | *Ca

Figura II

A medida x da caixa é igual a:
a) 0,65 m.
b) 0,50 m.
c) 0,45 m.
d) 0,40 m.

e) 0,30 m.

(]

03. (EPCAR - 2011) Um reservatoério
d'agua na forma de um
paralelepipedo reto de base
guadrada e cuja altura é metade do
lado da base, estd com 80% de sua
capacidade maxima ocupada. Se
fosse preciso acabar de encher esse
reservatorio seriam necessarios 500
baldes iguais cheios d'agua com
capacidade de 12800 ml cada.

Com base nesses dados, € correto
afirmar que a altura da dgua que ha
neste reservatorio:

a) € exatamente 15dm.
b) € exatamente 1600 mm.
¢) ndo passa de 145 cm.

d) esta a 05 m de atingir o seu
maximo.

04. Um bau em forma de
paralelepipedo reto retangulo pesa
20 kg e tem como medidas externas
50 cm de altura e 3 dm por 400 mm
de base.

O bau contém uma substancia
homogénea que pesa 1,5 kg por litro
e que ocupa o espaco

correspondente a 90% do volume de
um paralelepipedo reto retdngulo de
espessura desprezivel e que possui as
dimensdes externas do bad.

Se o0 peso total do bau e da
substancia, em kg, € igual a X, entao,
pode-se dizer que X é um numero
natural

a) par menor que 100.
b) impar menor que 100.
c) primo.

d) divisivel por 7 e maior que 100.
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06. (EMBRAER - 2008) Um
recipiente, com a forma de um
prisma reto retangulo, cujas
dimensbdes estdo mostradas na
figura, contém 60 litros de agua.
9
N N
Yo(\ y
] - _—l—
T e
Para que esse recipiente fique
totalmente cheio, serd necessario

colocar, de agua, mais:
Dado: 1dm? =1litro

a) 220 litros.

b) 180 litros.

c) 140 litros.

d) 100 litros.

e) 80 litros.

07. (EMBRAER - 2007) Para fazer
refresco a merendeira de uma escola
utilizou um recipiente com a forma
de um paralelepipedo reto retangulo,
com medidas internas iguais a 30 cm,
40 cm e 60 cm, que estava
completamente vazio. Ela colocou
nesse recipiente uma quantidade de
agua igual a metade da sua
capacidade total, e em seguida
colocou 5 litros de suco concentrado.
A qguantidade total de refresco
preparado pela merendeira foi:

a) 36 litros.
b) 41 litros.

c) 48 litros.

(4

d) 49 litros.
e) 51 litros.

08. (EPCAR - 2021) Na EPCAR,
durante o ano letivo, os alunos das
trés séries se enfrentam em uma
competicao esportiva denominada
“Troféu Tenente Lima Mendes”.

Para o ano de 2021, o comandante
ordenou que fosse construido um
novo podio no qual a posicao mais
alta tenha forma de um cubo e as
posicdes inferiores tenham forma de
paralelepipedos retos retangulos
conforme  figura abaixo, com
dimensdes indicadas numa mesma
unidade de medida.

I/
Depois de construido em sua
totalidade, o pdédio deverd ser
pintado, com excecao da parte

inferior que estara apoiada no solo.

A expressdo que melhor representa a
area a ser pintada, em funcao de x,
em unidade de area, é:

35x2

a) =

2
67x
b) 12

2
C) 112x

d) 23x2

2
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09. (CMRJ - 2018) Uma piscina na
forma de um bloco retangular tem
suas dimensdes representadas na
figura abaixo. Apdés uma limpeza, a
piscina encontra-se totalmente vazia.

1.5m

4m

10m

Considere que uma bomba jogue
agua dentro da piscina a uma vazao
constante, isto é, o volume de agua
bombeado por minuto dentro da
piscina € sempre o mesmo. Se em 10
minutos forem bombeados 250 litros
d'agua para dentro da piscina,
determine o tempo necessario, em
horas, para que a piscina atinja 25%
de sua capacidade total.

a) 8 horas
b) 9 horas
¢) 10 horas
d) 12 horas
e) 15 horas
10.Seja um cilindro de raio

R =2 cm e altura h = 6 cm inscrito
num paralelepipedo  de base
guadrada de mesma altura e aresta
da base a. Observando que a
circunferéncia e o) guadrado
possuem o mesmo centro, calcule o
volume interno ao paralelepipedo e
externo ao cilindro.

GABARITO

1)A
2)E
3)B
4)C
5)C
6) E
7) B
8)C
9)C
10) (96 - 241T) cm?
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No dltimo capitulo, foram abordados os primeiros conceitos associados ao calculo
de volumes e capacidades. Além disso, foram apresentadas as férmulas para
calcular o volume de alguns dos principais sélidos geométricos. Todavia, existem
outros solidos geomeétricos importantes, os quais veremos neste capitulo.

Desde a antiguidade até os tempos
modernos, as piramides sao figuras

geomeétricas frequentemente
encontradas em projetos
arquiteténicos, conforme pode-se

observar nas imagens a seguir:

Pir@mide de Quéops (Egito)

Pir@mide do Louvre (Franga)

A piramide é um poliedro com base
poligonal e faces laterais triangulares.
O numero de faces depende do
numero de lados do poligono da
base, como pode ser visto na figura a
seguir:

a3

ANANZAN

pirdmide pirdmide pirdmide
tmangular‘ quadrangular pentagonal

pirdmide
hexagonal

pirdmide
heptagonal

O procedimento para determinar a
féormula do volume de uma piramide
consiste em decompor um prisma
em piramides de mesmo volume.

A figura a seguir ilustra esse processo
para um prisma triangular,
decomposto em trés piramides, veja:

F

.C

As trés piramides triangulares que
surgiram possuem a mesma area da
base e a mesma altura do prisma

=
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triangular original, sendo idénticas
entre si.

Assim, sendo V, V, e V,, os volumes
das trés piramides e V ma O Volume
do prisma, tem-se:

prisma

I 11 111 3

Portanto, o volume de uma piramide
triangular € sempre um terco do
volume de um prisma com mesma
area da base (A,) e mesma altura (h).

No capitulo anterior, deduzimos a
equacao do volume, entao:

piramide triangular = 3 Ab ~ h
Assim, podemos deduzir o volume
para uma piramide qualquer, basta
tomar uma piramide triangular e
uma piramide qualquer que
possuem mesma altura (h) e areas
das bases de medidas iguais (Ay),
apoiadas em um plano a conforme a
figura a seguir;

Pelo Principio de Cavalieri, as duas
piramides tém volumes iguais, entao
o volume de uma piramide qualquer
(Voiramige) € dado pela mesma formula
encontrada para o volume da
piramide triangular. Logo:

piramide 3 "

9

Outro solido geométrico muito
importante é o cone circular, que é
formado por uma base circular e um
ponto externo, chamado de vértice,
que se conecta a todos os pontos
desta base. O cone pode ser
considerado uma piramide de base
circular.

Algumas figuras do dia a dia
transmitem a ideia de cones
circulares, como chapéus de

aniversario e casquinhas de sorvete.

Para a determinacao do volume de
um cone circular reto, considera-se
um cone circular e uma piramide de
mesma altura (h) e bases de mesma
area (A,) contidas num plano q, de
acordo com a figura a seguir.

Pelo Principio de Cavalieri, os dois
sélidos tém o mesmo volume. Assim
sendo, o volume do cone circular
(Meone) poOde ser determinado pela
mesma formula anteriormente
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deduzida para o volume da piramide.
Isto é:

=14
=+ A - h

cone b

Como o cone circular sempre possui
um circulo na sua base, pode-se
utilizar a féormula da area do circulo
para determinar que A, = 1T r?, sendo
r o raio da base do cone. Assim:

cone

A esfera é definida como sendo o
solido geométrico formado pelos
pontos do espaco cujas distancias a
um ponto fixo 0 sdo iguais a um valor
fixo R.

O ponto 0 é chamado de centro da
esfera, enquanto R é o raio da
mesma.

Diversas do dia a

figuras,
transmitem a ideia de esferas, é o
caso da bola de futebol e do globo
terrestre.

dia,

Observagcao: Podemos dizer que a
esfera é o solido de revolucao gerado
pela rotacdao de um semicirculo em
torno de um eixo que contém o seu
diametro.

80

O volume de uma esfera (Vegers) pode
ser determinado de acordo com o
seu raio r através da formula a seguir:
4 3
esferaz?.ﬂ.r
Observacao: Em algumas situagdes,
pode ser necessario determinar
também a medida da area superficial
de uma esfera. Este valor pode ser
encontrado por meio da equacgao:

- 2
Aesfera =4
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01. A figura a seguir mostra uma
piramide de base quadrada.

Se o lado da base dessa piramide
mede 5 cm e a mesma possui 9 cm
de altura, quanto vale seu volume?

02. Um chapéu de aniversario possui
o formato de um cone circular, cujo
raio da base mede 5cmeaalturaéo
cm. Quanto vale o volume deste
chapéu?

03. O raio de uma bola de futebol
oficial & aproximadamente 12 cm.
Considerando m = 3 quanto vale,
aproximadamente, o volume de uma
bola de futebol oficial?

04. O tetraedro regular é uma
piramide triangular em que todas as
arestas possuem mesma medida,
conforme figura a seguir.

Se a aresta do tetraedro da figura
medir 12 dm, quanto valerd o seu
volume?

05. (UNIFOR-CE) Leia com atenc¢ao a
tirinha em quadrinhos abaixo:

81

(QUINO, Toda Mafalda.

Sdo Paulo: Martins Fontes, 2008, p. 194)

Suponha que Mafalda esteja
estudando o Globo Terrestre a partir
de um protétipo. O comprimento do
equador desse globo terrestre tem
medida igual a 60cm. O volume do
Globo Terrestre que Mafalda estd
estudando é:

a) 1800

36000
d) ——
i

06. (ENEM - 2016) Em regides
agricolas, € comum a presenca de
silos para armazenamento e
secagem da producao de graos, no
formato de um cilindro reto,
sobreposta por um cone, e
dimensdes indicadas na figura. O silo
fica cheio e o transporte dos graos é
feito em caminhdes de carga cuja
capacidade é de 20 m*. Uma regido
possui um silo cheio e apenas um
caminhdo para transportar os graos
para a usina de beneficiamento.

I.-
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Utilize 3 como aproximacao para .

O numero minimo de viagens que o
caminhdo precisara fazer para
transportar todo o volume de graos
armazenados no silo é

a) 6.

b) 16.
c)17.
d)18.
e) 2.

07. (ETEC - 2006) Marcelo estava
lendo um texto sobre a vida e obra de
Santos Dumont e questionou: Sera
gque é possivel o numero que
expressa o volume do baldo ser igual
ao nUmero gue expressa a area de
sua superficie?

Para tirar a duvida, ele foi pesquisar e
descobriu que numa esfera de raio R,
o volume é dado por V = (4TTR%)/3 e a
area da superficie é dada por A =
4TTR?,

Logo, concluiu que estes numeros:
a) nunca poderiam ser iguais.

b) seriam iguais para um unico valor
do raio.

c) seriam iguais para dois valores
distintos do raio.

d) seriam iguais para trés valores
distintos do raio.

€) seriam iguais para mais de trés
valores distintos do raio.

08. (UNICHRISTUS-CE) A base de
uma piramide € um triangulo
equilatero cujo lado mede 8 cm. Se a
altura da piramide é igual a altura da
base, o volume, em cm?, é:

a) 60
b) 56
c) 70
d) 64
e) 74

09. (AFA - 2012) Um sdlido macico foi
obtido quando a base de uma
piramide hexagonal regular de altura
6 cm foi colada a base de uma
piramide reta de base retangular e
altura 3 cm, de forma que 4 dos 6
vértices da base da primeira
coincidam com os vértices da base
da segunda, conforme figura.

3em

6 cm

Desprezando-se o volume da cola, se
a aresta da base da piramide

hexagonal mede \/§ cm, entdo, o
volume do sdélido obtido, em cm?3, é
igual a:

a) 154/3.

b) 20/3.
c) 25+/3.
d) 30+/3.
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10. (EPCAR - 2018) Com a intengao de
padronizar as barracas dos
vendedores ambulantes, a prefeitura
da cidade de Euler6polis solicitou a
uma empresa especializada no ramo
que fizesse um orgcamento do
material a ser empregado e do custo
para finalizagcao das barracas.

Segue um esboco do que foi
apresentado pela empresa:

MODELO DA BARRACA PADRAD
v

Telhada

Parte de baixo
da lateral

s o A

e ae I Base

O ponto O ¢é a projecao ortogonal do
ponto V sobre a base hexagonal
regular da barraca. Considere:

J7=2602=1,4.

No modelo apresentado, a parte
hachurada indica onde existe tecido,
ou seja, no telhado e na parte de
baixo da lateral, ao custo de R$ 2,00 o
metro quadrado.

Além disso, em cada aresta estd uma
barra de aluminio ao custo de R$
4,00 o metro linear.

Se a empresa cobra uma taxa de mao
de obra equivalente a 30% do custo
de todo o material gasto, entao é
correto afirmar gque o custo total de
uma barraca padrao, em reais, € um
numero compreendido entre:

a) 390 e 400
b) 401 e 410
c) 411 e 420
d) 421 e 430

GABARITO
1) 75 cm?3
2) 50T cm3
3) 6912 cm3
4) 1442 dm3
5)D
6) D
7)B
8) D
9)B
10) B
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Os produtos notaveis sao expressdes que possuem uma forma geral, utilizadas
para facilitar o desenvolvimento de expressdes algébricas, como nas equacdes de
primeiro e de segundo grau, e para simplificar problemas envolvendo
multiplicacdao de polindmios. Ja o processo de fatoracao envolve a decomposi¢cao
de uma expressao em diferentes fatores multiplicativos, ou seja, fatorar uma
expressao significa escrevé-la como um produto de fatores de grau menor que o
original. A fatoracao e os produtos notaveis possuem uma relacao muito proxima
e € 0 que veremos neste capitulo: as caracteristicas de cada um e a relagao entre

eles.

Os produtos notaveis sao polindmios
gue possuem uma forma geral e sao
divididos em cinco principais:

) Quadrado da soma.

Il) Quadrado da diferenca.

Il) Produto da soma pela diferenca.
IV) Cubo da soma.

V) Cubo da diferenca.

E cada um desses produtos notaveis
possui um método de resolucao.

Entao, estudar os produtos notaveis
significa encontrar um método para
resolver, de forma mais rapida, cada
um deles.

Agora, veremos com detalhes cada
um desses produtos notaveis.

Quadrado da soma

Como o proprio nome sugere, No
guadrado da soma estamos elevando
uma soma de dois termos ao
guadrado.

Veja os exemplos abaixo:
Exemplo O1. (x + y)°

Exemplo 02. (2x + 3y)°

Exemplo 03. (x + 2)°

Elevar a soma de dois termos ao
guadrado, nada mais é do que
multiplica-lo por ele mesmo. Veja:

(@+b)’=(a+b). (a+bh)

Podemos resolver essas expressoes,
aplicando a propriedade distributiva:

(@+b)’=a(a+b) +b(a+b)
(@+b)’=d +ab+ba+b

(@a+ b)Y’ =d + 2ab + b’

Entretanto, para que nao precisemos
repetir esses processos todas as
vezes, basta lembrar que ele € um
produto notavel, ou seja, ele possui
uma forma geral e pratica de
resolver.

Assim, sendo a o primeirotermoe b o
segundo termo, para resolver o
quadrado da soma, basta lembrar
que:

- 0 quadrado do primeiro termo (az);

- mais duas vezes o primeiro termo
vezes o segundo termo (+ 2ab);

- mais o0 quadrado do segundo termo

®%.
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Entao:

(a + b)2=a2+ 2ab + b’
Exemplo 04. Calcule (x + 3)2.
Primeiro vamos identificar os termos:
Primeiro termo: x

Segundo termo: 3

Entao, podemos escrever:

. . 2
- 0 quadrado do primeiro termo: x°;

- mais duas vezes o primeiro termo
vezes o segundo termo: + 2.x.3 = 6x;

- mais o quadrado do segundo
termo: 32=9.

Portanto,
(x+3)2:x2+6x+9
Quadrado da diferenca

O método para resolver o quadrado
da diferenca é similar ao quadrado
da soma. Porém, ao invés da soma,
temos uma diferenca entre os dois
termos ao quadrado.

Veja os exemplos abaixo:
Exemplo 05. (x — y)2

Exemplo 06. (5x — 3y)2

Assim como no quadrado da soma,
temos que multiplicar a diferenca
dos dois termos por ele mesmo. Veja:

(@—b)Y=(a-b). (a—b)

Podemos resolver essas expressoes,
aplicando a propriedade distributiva:

(@—b)’=a(a—b) +b(a-b)

(a—b)zzaz—ab—ba+b2

(@a—b)’=d" — 2ab + b’

Assim chegamos ao produto notavel
do quadrado da diferenca. Note que,
em relacao ao quadrado da soma, o
gue muda €& apenas o sinal do
segundo termo.

Sendo a o primeiro termo e b o
segundo termo, para resolver o
quadrado da diferenca, basta
lembrar que:

- 0 quadrado do primeiro termo (az);

- menos duas vezes o primeiro termo
vezes o segundo termo (— 2ab);

- mais o0 quadrado do segundo termo
2

().

Entao:

(@a-b)’=d" - 2ab + b
Exemplo 07. Calcule (y — 4)2.
Primeiro vamos identificar os termos:
Primeiro termo:y
Segundo termo: 4

Entao, podemos escrever:

- 0 quadrado do primeiro termo: yz;

- menos duas vezes o primeiro termo
vezes o) segundo termo:
— 2.y.4 =— 8y,

- mais o quadrado do segundo
termo: 42 = 16.

Portanto,

ov—4'=y"—-8y+ 16
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Produto da soma pela
diferenca de dois termos

Outro caso de produto notavel bem
comum é produto da soma com a
diferenca de dois termos:

(a+ b).(a—Db)

Para resolver, vamos utilizar a

propriedade distributiva:

(@+b).(a—b)=a" —ab + ba — b

Assim, chegamos ao produto notavel
do produto da soma pela diferenca:

(@+b).(a-b)=da —b

Sendo a o primeiro termo e b ©
segundo termo, para resolver basta
lembrar que:

- o quadrado do primeiro termo (az);

- menos o quadrado do segundo
2
termo (— b).

Exemplo 08. Calcule (x + 5)(x — 5).
Primeiro vamos identificar os termos:
Primeiro termo: x

Segundo termo: 5

Entdo, podemos escrever:

. . 2
- 0 quadrado do primeiro termo: x;

- menos o0 quadrado do segundo
2
termo: — 5 =— 25.

Portanto,

(x +5).(x —5) =x — 25
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Cubo da soma

No cubo da soma estamos elevando
uma soma de dois termos ao cubo:

(@ + b)°

Para resolver, basta multiplicar a
soma dos dois termos por ela mesma
trés vezes:

(@a+b)’ = (a+ b)a+ b)(a+ b)

(@ + b)’ = (a+ b)’(a+ b)

Se fazermos as
manipulacdes
chegamos a:

substituicdes e
necessarias,

(@ + b)’ = (@ + 2ab + b*)(a + b)
= a3 + azb + 2a2b + 2ab2 + b2a + b3
= a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

Sendo a o primeiro termo e b ©
segundo termo, para resolver basta
lembrar que:

o 3
- 0 cubo do primeiro termo (a");

- mais trés vezes o quadrado do
primeiro termo vezes o segundo

termo (+ 3a2b);

- mais trés vezes o primeiro termo
vezes o quadrado do segundo termo

(+ 3ab2);
- 0 cubo do segundo termo (b3);

Exemplo 09. Calcule (x + 2)3.
Primeiro vamos identificar os termos:
Primeiro termo: x

Segundo termo: 2

Entao, podemos escrever:
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. . 3
- 0 cubo do primeiro termo: x;

- mais trés vezes o0 quadrado do
primeiro termo vezes o segundo

termo: + 3x22 =+ 6x2;
- mais trés vezes o primeiro termo
vezes o quadrado do segundo termo
(+ 3xa2’ = 3x4 = 12x);

- mais o cubo do segundo termo
+ 2° =+ 8).

Portanto,

x+2)°=x"+6x" + 12x + 8

Note que esse caso € um pouco mais
complexo do que o quadrado da
soma e, quanto maior for o expoente,
mais dificil sera para resolver.

Cubo da diferencga

O cubo da diferenca é similar ao
cubo da soma, a diferenca esta no
sinal dos termos:

(@ - b)’

Para resolver utilizamos o mesmo
procedimento utilizado no cubo da
soma, e chegamos a:

(@+b)’= =da’—3d’h + 3ab° - b’

Sendo a o primeiro termo e b ©
segundo termo, para resolver basta
lembrar que:

- 0 cubo do primeiro termo (a3);

- menos trés vezes o quadrado do
primeiro termo vezes o segundo

termo (— 3a2b);

- mais trés vezes o primeiro termo
vezes o0 quadrado do segundo termo
(+ 3ab?);
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- Mmenos o cubo do segundo termo
(- b;

Exemplo 10. Calcule (x — 2)3
Primeiro vamos identificar os termos:
Primeiro termo: x

Segundo termo: 2

Entdo, podemos escrever:

. . 3
- 0 cubo do primeiro termo: x’;

- menos trés vezes o quadrado do
primeiro termo vezes o segundo

termo: — 3x22 =— 6x2;

- mais trés vezes o primeiro termo
vezes o0 quadrado do segundo termo

(+ 3xa2” = 3x4 = 12x);

- menos o cubo do segundo termo
(- 2°=— 8).

Portanto,
x+2)°=x"—6x"+ 12x - 8

Até agora ndos vimos os produtos
notaveis envolvendo dois termos,
mas & possivel fazer esses produtos
notaveis para trés termos ou mais.

Quadrado da soma e da
diferenca de trés termos

O procedimento para encontrar o
qguadrado da soma ou da diferenca
de trés termos é igual ao quando
temos dois termos.

Se fizermos as manipulagdes
necessarias, temos que o quadrado
da soma de mais de dois numeros é
igual a soma dos quadrados de cada
um dos numeros mais o dobro da
soma dos produtos desses numeros
tomados dois a dois. Veja:
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(@+b+c)f=

=a2+b2+c2+ 2ab + 2ac + 2bc

Para a diferenca, basta trocarmos os
sinais.

Exemplo 11. Calcule (a — b — ¢)’
(@a—b—c) =
=a’+ (-0’ + (- O+ 2a(-)b
+ 2a(—)c + 2(— b)(— ©)
=a2+b2+cz— 2ab — 2ac + 2bc

Cubo da soma e da diferencga
de trés termos

O procedimento para encontrar o
cubo da soma ou da diferenca de
trés termos € igual ao quando temos
dois termos.

A expressao para a obtencao do cubo
da soma de trés numeros é dada por:

(a+b+c)3=a3+b3+c3+ 3a’h

+ 3a2c + 3b2a + 3b2c + 3c2a + 3c2a
+ 6abc

Para a diferenca, basta trocarmos os
sinais dos termos, como fizemos no
quadrado da diferenca no exemplo
anterior.

Note que podemos obter expressdes
com quantos termos quisermos.
Entretanto, guanto maior a
guantidade de termos, mais
complicadas serdao as expressoes.

Os cinco produtos notaveis vistos sao
0S mMais comuns e os mais utilizados
na resolucao dos exercicios, porém
existem outros que podem auxiliar
no desenvolvimento das expressdes.
A seguir veremos um deles.
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Soma e diferenca de cubos

A soma dos cubos de dois numeros é
igual a soma desses numeros
multiplicada pelo quadrado do
primeiro vezes o segundo mais o
guadrado do segundo:

Para a diferenca dos cubos de dois
termos, trocamos o sinal:

- b’ =(a - b - ab +b)
Exercicios Propostos

O1. Resolva: (2x + 3y)2.

02. (EPCAr - 1983/Adaptada)
Utilizando o conceito de produtos
notaveis encontre uma expressao
equivalente para a expressao abaixo:

G+ - @@=+ @+ NE -

A fatoracao consiste em transformar
um polindmio no produto dos seus
termos.

A fatoracdo e os produtos notaveis
possuem uma relagcao  muito
proxima. Por exemplo, no caso de
fatoracdao de um polindbmio que é um
produto notavel, seria como realizar a
operacao contraria de desenvolver
esse produto notavel.

Exemplo 12. Fatore a expressao
2
x — 25.

Analisando esse polindmio, podemos
reescrevé-lo como:

x — 5.

AQui temos o quadrado do primeiro
termo menos o quadrado do
segundo termo, que corresponde ao
desenvolvimento do produto da
soma pela diferenca de dois termos.
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Entdo, podemos fatorar a expressao
reescrevendo da seguinte forma:

X =55 = (x + 5)(x — 5).

Quando nao temos um produto
notavel, a fatoracdo de uma
expressao algébrica €& realizada
agrupando os termos que possuem
um mudltiplo comum. Para isso,
podemos utilizar dois métodos: fator
comum em evidéncia e
agrupamento de termos
semelhantes.

Fator comum em evidéncia

Quando dois termos da expressao
possuem o mesmo fator, significa
gue eles apresentam um fator em
comum. Assim, 0s valores
multiplicados podem ser agrupados
em um parénteses. Veja:

Exemplo13.4x + 4y = 4(x + y)

Exemplo 14.
15a + 21b = 3.5a + 3.7b

15a + 21b = 3 (5a + 7b)

Agrupamento de termos
semelhantes

Se as expressdes NA0 possuem um
fator comum a todos os termos,
podemos separa-los em diferentes
parénteses, agrupando os termos
semelhantes, o que resulta em uma
multiplicagao mais simples. Veja o
exemplo abaixo.

Exemplo 15. Fatore a expressao
3x + 4x + 3y + 4y.
3x +4x + 3y +4y =x(3 + 4) +

vy3 + 4)

3x +4x +3y+4y=(x+y)3 + 4)
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Nesse capitulo nés vimos a fatoracao
de expressodes algébricas. Entretanto,
podemos realizar a fatoragao de um
valor em diferentes fatores
multiplicativos. Essas operacdes sao
realizadas para encontrar uma raiz
guadrada de um valor qualquer, por
exemplo. Porém, esses conceitos
serao vistos em outros capitulos.
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01. (EPCAR - 2000) Dadas as
expressdes  E =X mAmR o
nfx =D, tem-se que D é igual a:

a)—x —m
b)x —m
c)x +m

d-x+m

2
02. (EPCAR - 2002) Se (n +—) = 3,

~ 31
entdon” + — vale:
n

a)o
b) 3+/3

c) 63
d) 25

03. (EPCAR - 2003) Se a e b sao
ndmeros reais nao nulos, tais que
a #+ b, entdo, simplificando a
expressao:
11
2 2 J 3
(a’b + ab").+t——,

2 2
a b

obtém-se:
a)a+ b

b) A +ab+b
c) a + b
db—a

04. (EPCAR - 2007) Se a # 0, entao

a y . y __a \__
(a+y+a—y)'(a+y a—Y)_ 1
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a) para todos, exceto dois valores de
y.

b) s6 para dois valores de y.
c) para todos os valores de y.
d) para nenhum valor de y.

05. (EPCAR - 2010) Considere os

nuameros a, b e x tais que a + b = x,
-1
a—b=x" e a=#b+0. O valor da

expressao:

(a2 +2ab +b2)(a3 —b3)
_ (a2 —bz)(a2 +ab+b2)

y_
(az—ab]
Z2a

06. (EPCAR - 2018) Ao fatorar e
efetuar as simplificacdes na fragao:

—ab? +b2c+bc? +ac? —a%c—ab
aZc+2abc+b?c—a3 —2a’b-ab?’

Considerando sua devida existéncia,
obtém-se:

b+c
) c—a

a

b+c
) a+b

C) 2a+c

c—a

b+c—a
a+b

d)
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07. (CN -1986) O retangulo ABCD da
figura abaixo tem base igual a x + y.

O segmento AF tem medida =z
Sabe-se que X+ y2 +7 = 3,54 e que
xz +yz—xy=20,62. A adrea do
guadrado FBCE é:

D E c

a)2

b) 2,1

c) 2,3

d) 2,7

e)25

08. (CN - 1998) A expressao:

2 2
(x3+y3+z3) _(Xs_y3_z3)
3 r

y3 +2Z
comx.y.z # 0, é equivalente a:
a) 4x°
3
b) 4yzx

c) 4yx3
d) 4xyz

e) 47"
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09. (CN - 2022) Para qualquer x real e
maior que zero, associe o0s
polinbmios da 1° coluna aos seus
correspondentes, na forma fatorada,
da 2° coluna e assinale a opgao que
corresponde a sequéncia correta.

1? coluna:
M+ Dx - DEE—x+ DE + x + 1)
() (x + 2)(x° — 2x + 4)

() (x — O + 4x + 16)

(IV) (x + D’ = x + 1)2
(V) (x + 5)(x° — 5% + 25)
(VI) (x + 8)(x + 3)

2° coluna:
()x +8

( )x6+2x3+1

6

()x -1
()% — 64
( )x5—x2

a) (1) (1) (1v) (1) (V1)
b) (1) (Vi) (1) (V) (-)
c) (V) () (viy () (-)
d) (1) (1v) (1) (1) (-)
e) (V1) () (-) (V) (1)

10. (CN - 2021) A soma e o produto
das raizes x ex de uma equagao do

2° grau sao iguais. Se s € a soma das
raizes da equacgao, é correto afirmar
que a expressao
2 2

2 2 s N

X +x, +—F+—
1 2 x, x,

é igual a:
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a) s° — 4s
b) s° — 8s
2
c) 4s” — 16s
2
d) 2s" + 8s
e) 25" — 4s
M. (EPCAR - 2019) Considere o
conjunto de todos os valores de m e

N para os quais a expressao algébrica
A, abaixo, esta definida.

m? n? X
A—__n* m? (m-n)”
1 2 1 =1
—t——t— (mz—nz)
m m-n n
Nesse conjunto, uma expressio

algébrica equivalente a A é
2 2

ajm +n

b) m’ —n*

mo+n’
C)——

2
m —n

d) min’

m—n
12. (CN - 2021) Sejam a, b € c nUmeros

reais positivos com a+ b > c

considere também que
2 2 2

a—b —c +2bhc+a+b—c=21e

que simultaneamente
2 2 2

a —b —c + 2bc — 2ac — 2bc = 9.
Um estudante fatorou os primeiros
membros das igualdades e

encontrou uma relagdo sempre

verdadeira entre a, b e c. Assinale a

opgao que apresenta essa relagao.
aJa+b=c+1

b)b—a=c—-6
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C)a—c=4-b»
djc—a=b-2

e)b—-—c=a+4

GABARITO
A
2)A
3)B
4) A
5)B
6)B
7)C
8) A
9) D
10)E
mA
12)B
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Nos capitulos anteriores, n6s vimos problemas que envolviam fragdes numéricas,
além de expressdes algébricas, que podiam ter uma ou mais variaveis. Neste
capitulo, iremos combinar tais assuntos, ou seja, estudaremos fracdes contendo
expressoes algébricas. Para simplificar e resolver estas expressdes, vamos aplicar
conhecimentos de fatoragao e produtos notaveis, também ja estudados

anteriormente.

Fracdes algébricas sdao expressdes
algébricas na forma de fracao, que
apresentam pelo menos uma variavel
no denominador.

Veja alguns exemplos de fracdes
algébricas:

a)%

b) 2x+1

3x+2y

a+b+c
) 2 2 2
a +b +c

Lembre-se, nao é possivel dividir algo
por zero. Portanto, o denominador
das fragcGes algébricas deve ser
diferente de zero. Como temos
variaveis no denominador da fracao, é
necessario uma condicao de
existéncia: essas variaveis nao podem
assumir valores que tornem o
denominador nulo.

Vejamos os exemplos abaixo:

Exemplo 01. Considere a seguinte
fracao algébrica:

8x2y
x—4

A condi¢cao de existéncia € x — 4 # 0,
ou seja, x tem que ser diferente de 4.
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Exemplo 02, Agora observe a

seguinte fracao algébrica:

3x2+y2
2(y+2)(x—y)
Para que o denominador seja
diferente de zero, os dois fatores
variaveis, ou seja, X e y devem ser
diferentes de zero. Assim, a condicao
de existéncia é:

a)y +2#0 =>y+ -2
b)x —y#0 =2x+y

Exemplo 03. Considere a seguinte
fragao algébrica:

a+b+c
2 2 2
a +b +c

A condicao de existéncia é:
+b 0.

2 2 2
Note que todos os termos (a”, b” e ¢")
Sao Mmaiores ou iguais a zero. Entao, o

denominador a2 + b2 + c2 se anula
somente quando as trés variaveis,
simultaneamente, sdao iguais a zero.
Nesse caso, a condi¢cao de existéncia
€ que a, b € ¢ Nao sejam todos iguais
a zero. Veja, poderiamos ter a =1,
b=0 e c=0 Entretanto, mesmo
com duas das variaveis iguais a zero,
o denominador ainda seria ndo-nulo:

b +ci=1"4+0"+0"=1.
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Exercicios propostos

01. Considere a expressao:
p'4pg (1 NE
j— + o | — e —
= [ p'-q’ ( @ P )]

Para quais valores reais de p e q a
expressao E estd definida?

02. Considere a expressao:

1
n+1

L
n

Determine a condi¢cao de existéncia,
para neNn .

A simplificacao de fragcdes algébricas
€ realizada com o objetivo de
eliminar o excesso de incégnitas
repetidas no numerador e no
denominador, de modo a obter a
fracdo na forma mais fatorada
possivel. Assim, obtemos uma nova
fracao equivalente a fragcao original,
mas com uma menor quantidade de
simbolos.

Para entendermos como simplificar
uma fracdo  algébrica, vamos
relembrar os passos de como
simplificar uma fragdo numeérica:

Passo 1. Encontrar os fatores primos
do numerador e do denominador.

Passo 2. Simplificar os fatores
comuns.

Exemplo 04. Vamos simplificar a
seguinte fracao:

30
72

Primeiro, vamos decompor o
numerador e o denominador em
fatores primos:

Entao, podemos reescrever a fracao
como:

2-3-5

2%.3°

Observe, que temos os fatores 2 e 3
em comum no numerador e no
denominador. Sendo assim,
podemos simplifica-los:

30 _ 235 2 3 5 5
72 23_32 2 37 22.3 12

. ~ ~ 30
Dizemos, entao, que as fragcdes —- e

% sdo equivalentes, pois

representam o mesmo valor.

Para simplificar as fracdes algébricas,
vamos utilizar a mesma ideia: fatorar
o0 numerador e o denominador e,
entdo, simplificar os fatores comuns.

Lembre-se que ao simplificar fragcoes
algébricas, assumimos que os valores
das variaveis obedecem as condicdes
de existéncia. Caso contrario, ao
simplificar, os fatores comuns seriam
iguais a zero, e estariamos dividindo
por zero.

A simplificacao é feita com base nas
propriedades de poténcias e
fatoracao de polindmios. Sendo
assim, iremos relembrar os principais
casos de fatoracao:

Fatoragao de polinomios

1) Fator comum: quando existe um
fator que se repete em todos os
termos do polinbmio, devemos
coloca-lo em evidéncia:

ab + ac = a(b + ¢)
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2) Agrupamento: caso nao exista um
fator que se repita em todos os
termos, utilizamos a fatoragao por
agrupamento. Neste caso, devemos
agrupar os termos por fatores
comum e coloca-los em evidéncia:

ac + ad + bc + bd
=a(c+ d)+ b(c + d)
= (a + b)(c + d)

3) Quadrado da soma ou diferenga:
para fatorar utilizando o quadrado ou
diferenca da soma, o trindémio devera
formar um quadrado perfeito.

@’ + 2ab + b = (a+ b)°
a’ — 2ab + b’ =(a — b)°

4) Diferenca de quadrados: quando
temos a diferenca entre dois
guadrados, utilizamos o produto
notavel da soma pela diferenca:

@’ — b’ = (a + b)(a — b)

5) Trinomio do tipo X+ Sx + P,soma
e produto: neste caso, nao é
necessario que o trindmio seja um
quadrado perfeito. Aqui iremos
somar o produto dos dois Ultimos
termos:

X+ (@+b)x+ab =+ a)x + b)

Observacao: o S vem de soma e o P
de produto.

6) Cubo da soma ou diferencga:
@’ +3a°b+3ab°+b =(a+b)
@’ —3a°b +3ab’— b’ =(a— b)’
7) Diferenca de dois cubos:

(a — b)(d’ + ab + b")
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8) Soma de dois cubos:

a+b = (a + b)(az— ab +b2)

9) Quadrado da soma de trés
termos:

a2+b2+cz+2ab+2ac+2bc

=(@+b+c)

Vejamos alguns exemplos para
relembrarmos melhor esse conceito.

Exemplo 05. Simplifique as seguintes
fracdes algébricas.

9X3 2
a) —5—

12x yz

O numerador e o denominador

2
possuem como fatores comuns o 3, x
e y, assim eles podem ser extraidos
de ambos. Veja:
3 2 2
9Ixy _ 3xy o

3xy _ 3xy
4z 4z

12x2yz 3x2y

b) =
X—X

Nesse exemplo, vamos colocar o fator

x em evidéncia no denominador e,

entao, podemos simplificar com o

fator x do numerador:

4x 4x 4

x—x x(l—xz) 1-x°

4ac+2bc
c)—

4a2—b2

Aqui, podemos colocar o fator 2c¢ do
numerador em evidéncia:

4ac + 2bc = 2c (2a + b)

J& no denominador, temos uma
diferenca de quadrados, que pode
ser fatorada:
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4a" — b' = 2a)* - b’

= (2a + b)(2a — b)

Assim, o numerador e o
denominador passam a ter em
comum o fator 2a + b. Portanto,
simplificando a fracao, temos:

4ac+2bc 2c(2a+b)
4a’~p® ~ (2a+b)(2a—b)
_ 2
~ 2a-b

2 2 2
d a c+ac +abc+bc

a2c+2abc+bzc

No numerador, podemos agrupar os
2
termos com fatores comuns: a ¢ com
2 2
ac e abc com bc:

azc + ac2 + abc + bc2
=ac(a + ¢)+ bc(a + ¢)

Agora os dois termos possuem a + ¢
como fator comum. Colocando-o em
evidéncia, temos:

(ac + bc)(a + ¢)

Ainda, podemos colocar o ¢ em
evidéncia no fator ac + bc e, entdo,
fatoramos o) numerador por
completo:

c(a + b)(a + o)

No denominador, colocaremos em
evidéncia o fator c:

a’c + 2abc + b'c = c(a2 + 2ab + bz)

Quando fazemos isso, o resultado € o
guadrado de uma soma. Fatorando-o,
temos:

c(a2 + 2ab + bz) = c(a + b)2

Portanto, a partir dessas
manipulagdes, o numerador e o
denominador passam a ter os fatores
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cea+ bem comum, sendo possivel
simplifica-los:

azc+ac2+abc+bc2
a2c+2abc+b2c

c(a+b)(a+c) —
c(a+b)’

a+c
a+b

Exercicios Propostos
03. A fracao algébrica

50x°+100x+50
5x°—5

guando simplificada é equivalente a:

a) 10(x+1)

x—1
b) 10(x + 1)
C) 10(x=1)

x+1
d) 10

02. (UNICENTRO - Adaptada)
Determine a forma simplificada da
expressao algeébrica abaixo:

x3—xz—4x+4
x—1

03. Fatore e simplifique as seguintes
expressoes algébricas:

a) a’-9  2x-3
4x’—12x+9  Bx+12
4
x —1
b) ————
X +x +x+1
1 1
PR (1 b'+c’—d’
c) 11 \ + 2bc
a b+c

(xz—yz—zz—Zyz)(x+y—z)
(x+y+2) (x2+zz—2xz—y2)

Como ja mostrado, as fragdes sao
expressdes algébricas que
apresentam pelo menos uma
incognita no denominador, sendo
gue estas incognitas representam
nUumeros reais desconhecidos.
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Portanto, as fragcbes algébricas
também representam ndmeros reais.
Isso implica que as operagdes como
adicao, subtracao, multiplicacao e
divisdo também sdo validas para as
expressodes algébricas, como veremos
a seguir.

As operagdes de adicao e subtragao
sdo realizadas da mesma maneira.

Para somar e subtrair fracdes
numeéricas, todas as fracoes
envolvidas devem possuir o mesmo
denominador.

Podemos ter duas situacdes: em que
0s denominadores ja sao iguais e a
outra, em que apresentam
denominadores diferentes. Vejamos:

1) Se as fracdes apresentarem
denominadores iguais, devemos
manter o denominador e somar ou

subtrair oS numeradores
normalmente. Assim:

3 2 _ 342 _ 5

T tT =7 =7
2) Se as  fracgdes possuem

denominadores diferentes, devemos
reescrevé-las de modo que
apresentem o mesmo denominador,
ouU seja, temos que encontrar as

fracbes equivalentes. Para isso,
devemos calcular o minimo multiplo
comum (M.M.C) entre 0s
denominadores iniciais. Veja o

exemplo a seguir:

A1 S5
180 24

Para resolver, temos que encontrar o
MMC entre 180 e 24 e, assim,
encontrar um denominador comum.
Primeiro, vamos decompor os dois
numeros em fatores primos:
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180 =2°.3°. 5
24 =2°.3

O M.M.C. entre 180 e 24 € encontrado
comparando-se os fatores de mesma
base, que apresentem o maior
expoente. Assim:

22.3%.5.2°3 52%.3%5 =

360
Encontramos o novo denominador,
agora temos que encontrar os Novos
numeradores para que as fracdes
sejam equivalentes.

Para calcular os novos numeradores,
temos que pegar O M.M.C.
encontrado e dividirmos pelo
denominador inicial de cada fracao.

@) resultado dessa divisao,
multiplicamos pelos numeradores
iniciais:
180_ﬂ
=
36{] 360

Agora que encontramos as fracdes
equivalentes com um denominador
comum, podemos realizar a
subtracao dos numeradores:

82_ 75
360

_ 82-75 _ 7
360~ 360 360

Quando as operacdes de adicao ou
subtracao envolvem fracoes
algébricas, o procedimento realizado
€ analogo ao que foi mostrado.

Veja os exemplos a seguir:

Exemplo 06. Efetue as operagdes
entre as fragcdes algébricas:

S
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Como as fragbes apresentam o
mesmo denominador, ou seja, todas
apresentam o termo X, basta somar
ou subtrair os numeradores. Apenas,
devemos tomar cuidado com a
operacao de subtracao, pois o sinal
negativo se aplica a todos os termos
no numerador. Para facilitar,
podemos colocar o numerador entre
parénteses ao escrever a fracao.
Assim:

i‘i‘i— 2y—3 _ 2+y—(2y—3)
x x x x

_ 24y—-2y+3 __ 5-y
- x T ox

b) 1 + 1

2 2 2
x +2xy+y x =y

2

Nesse exemplo, os denominadores
sdo diferentes. Entdo, antes de
realizar a soma dos numeradores
temos que remontar as fragdes, de
modo que apresentem
denominadores iguais. Para isso,
temos que encontrar o M.M.C. entre
eles.

Para simplificar e facilitar, antes de
obter o M.M.C, vamos fatorar os
denominadores:

xz+2xy+yZ=(x+y)2

X =yt = + y)(x - y)

Agora, vamos tirar o MM.C. entre
essas expressdes. Note que o fator
(x + y) aparece com expoente 2 em
uma delas e expoente 1 na outra.
Logo, no MMC, o fator (x + y) deve
ter expoente 2. Enquanto, o fator
(x —y) aparece em apenas uma
delas, logo, ele também deve estar no
MMC.

Assim, o MMC entre os
denominadores ¢é (x + y)z(x - ).
Reduzindo as fracdes ao

denominador comum:
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1 1
2
(x+y)

2 2
x +2xy+y

X—y
() (x—)

1 1
eyt Ny

xX+y
) (x—)

Por fim, somando as fragdes, temos:

1 1
+ 2 2
x =y

2 2
x +2xy+y

xX+y
)’ (@-y)

X—Yy
) (x—)

x—y+x+y 2x
- - 2
(x+y) (x=y)

() (—)

a—b
a2+ab

c)———+ —

Novamente, as fragbes apresentam
denominadores diferentes. Vamos
seguir os mesmos passos do exemplo
anteriores: primeiro, vamos fatorar os
denominadores e, depois, tirar o
M.M.C entre as expressoes. Veja:

2

a —ab =a(a - b)

a2+ab=a(a+b)

Note que, o denominador a + b ja é
um unico fator.

Entao, para encontrar um
denominador comum, encontramos
o MMC entre os denominadores:

a(a — b)a + ba(a + b)
= a(a + b)(a — b)

Reduzindo cada um dos termos da
expressao ao mesmo denominador,
temos:

a _ az(a+b)

a(a—b) ~ a(a+b)(a—b)

a3+a2b
a(a+b)(a—b)

_ d'(ath)
~ a(at+b)(a—b)
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1 a(a—b)
a+b ~  a(a+b)(a—b)

_ a’—ab
~ a(a+b)(a—b)

_ _ (a-b)’
~ a(a+b)(a—b)

a—b
a(a+b)

_ a’—2ab+b’
" a(a+b)(a—b)

Agora podemos inserir os termos na
expressao original, tomando cuidado
com o sinal negativo:

a3+a2b+a2—ab—(a2—2ab+b2)
a(a+b)(a—b)

_ a’+a’b+a’—ab—a’+2ab—b’
a(a+b)(a—b)

_ a’+a’b+ab—b"
~  a(a+b)(a—b)

7b a+8b
d) a—1 +T+3
Nesse exemplo, as fragdes também
apresentam denominadores
diferentes. Entretanto, note que os
denominadores nao possuem fatores
em comum. Assim, o denominador
comum é encontrado fazendo o
produto entre eles:

7b a+8b
a—1 + 2b+3

__ _7b(2b+3)+(a+8b)(a—1)
- (a—1)(2b+3)

_ 14b’+21b+a’—a+8ab—8b
(a—1)(2b+3)

14h*+13b+a’—a+8ab
(a—1)(2b+3)

Exercicios Propostos

04. Se x, y € z sa0 nUmeros reais
distintos dois a dois, simplifiqgue a
expressao:

1 1 1
(x=y)(x=2) O-00-2) (z=x)(z=y)
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05. (CMRJ 2012 - Adaptada)
Considere a expressao algébrica,
definida no conjunto dos numeros
reais:

X a

x—a x+a 2a
x a + x(x+a)
)
xX—a x+a x—a
Qual o wvalor encontrado ao

simplificarmos a equagao?

Para realizar a multiplicacao e divisao
de fracdes algébricas, utilizamos o
mesmo procedimento para fragdes
numeéricas.

Para a multiplicacdao de fracdes
algébricas, multiplicamos 0s
numeradores  entre  si e 0s
denominadores entre si:

4ab”  3ax _ 4ab’3ax _ 12d°b

5x° b 5x’b 5x
Lembre-se que guando

multiplicamos incognitas de bases
iguais, devemos somar os expoentes.

Na divisao de fracdes algébricas,

mantemos a primeira fracdo e
invertemos a segunda, depois
multiplicamos elas entre si:
2y2 . 8y4 _ 2y2 . 3’ _ Zyz~3x32
X 3x° X 8y4 x-8y42
_ 3x°
4—y2

Também poderiamos representar a
divisao na forma de fracao:

2yZ
x

8y4
3%°
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Lembre-se que quando dividimos
incognitas de bases iguais, devemos
subtrair os expoentes.

Vejamos alguns exemplos de como
realizar a multiplicacao e a divisao de
fracOes algébricas.

Exemplo 07. Efetue a multiplicacao

entre as fracdes algébricas e
simplifique o resultado:
x3+y3 x2+y2
T .22 4 3 2 2
x +2xy +y x +xy —xy

Antes de comecar a realizar as
operacdes, devemos sempre fatorar
0s numeradores e denominadores
guando possivel, pois facilita na hora
de resolver as operagdes. Assim,
temos:

X4y =@ NE -2y +y)
x4 + 2x2y2 + y4
(xz)2 + szy2 + (yz)2
- (4 +5)

3 2 2 2 2
x +xy —xy=x(x +y — xy)

2

Substituindo na expressao inicial e
simplificando fatores comuns:
3 3 2 2
X +y X +y
x4+2xzyz+y4

x3+xy2—x2y
2 2 2 2

— e —xy+y) Xty
2, 22
(x"+)

_ oy oy
- 2. n? 2 2
(x +y ) x(x +y —xy)

x(xz+yz—xy)

x+y
x(x2+yz)
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Exemplo 08: Efetue a divisao entre as
fragcbes algébricas e simplifique o
resultado:

4b2—4ab+a2 . 2ab—2b2—a2+ab
a3+3a2b+3ab2+b3 a3+a2b—ab2—b3
Para resolver, Vamaos manter a

primeira fracao e inverter a segunda:

4b2—4ab+a2 . a3+azb—ab2—b3
a’+3a’b+3ab’+b°  2ab—2b"—a’+ab
Agora, vamos multiplica-las, mas

antes vamos fatorar cada uma das
expressoes:.

) 4b° — 4ab + a’
= (2b)° — 22b-a + @’
= (2b — @)’
) a’ + 3a°b + 3ab” + b’
=(a+b)’
=d’+a’h-ab’ - b
=a’(a + b)— b’(a + b)
=@ - bY@+ b)
= (a — b)(a + b)(a + b)
= (a — b)(a + b)’
) 2ab — 2b° — a° + ab
= 2b(a — b) — a(a — b)
= (2b — a)(a — b)

Substituindo na expressao e
simplificando os fatores comuns,
temos:

4212—4ab+a2 . a3+azb—abz—b3
a3+3azb+3ab2+b3 2ab—2b2—a2+ab
2 2
_ (2b—a) . (a—b)(a+b)

(a+b)3f (2b—a)(a—b)
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_ (2b-0)"(a=b)(a+b)’
(a+b)’(2b—a)(a—b)

__ 2b-a
T atb

Exercicios Propostos

06. (EAM 2019) A expressao

4+a2—5a
12—7a+d"

2+a2—3a
6+a2—5a

qguando simplificada, considerando a
condicao de  existéncia  dessa
simplificagao, tem como resultado:

a)a2+1
b)a + 1
c)2
d)1
€)a-1

07. (CN 1994) Determine o resultado
da seguinte expressao:

2—x
24y’

X 4—4x+x2 .
2+y Y +ay+a

Para elevar uma fracao algébrica a
um dado expoente, prosseguimos de
forma analoga as fragdes numeéricas,
Oou seja, elevamos o numerador e o
denominador ao expoente.

Lembre-se de que os expoentes
negativos invertem o numerador e o
denominador.

Veja os exemplos a seguir:

3
3y 27y
a) (2
4ax

3 3 3 3
_ By 3y
- ( 3 3 3 23

6
4—ax2) 4ax 64a3x
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b) (= 2 (@b’ _ d’—2ab+b’
) a+b - 2 T2 2
(a+b) a +2ab+b
-1
C) ax+b — cx+d
cx+d ax+b
-2 2
d Sab’ _|xy _ xzy2
) x - 2 - 2. 4
y Sab 25a’hb

Exemplo 09. Efetue as operacdes e
simplifique a expressao algébrica a
seguir:

a +b _(a=b 2
a ab

Vamos comecar simplificando o fator
-1 -1
a +b

2 -2
a —-b

a)

Quando temos expoentes negativos,
podemos resolver de duas formas:

18) Escrever na forma de fracao e
simplificar as expressoes:

a 1+b _ i ab
-2 -2 1 L - b2— 2
a —b P azbi
_ bta  a’b> _ (b+a)a’b’
ab b—d* ab(bz—az)
(b+a)a’b’ _ ab
~ ab(b+a)(b—a) ~ b-a

2%) Multiplicar o numerador

. . 2.2
denominador diretamente por a’b’,
eliminando os expoentes negativos:

e O

2,2
ab

2,2
ab

a'+b a'+b
2 -2 —2 -2

a —=b a -b

2-1,2 2, 2-1
a b+ab

2-2,2 2 2-2
b —a'b

_ (a'+p Ve’
(a’=b" 3’ a

_ ab’+d’b _ ab(b+a) _ ab
Tl T (tao(b-a) T b-a

Lembre-se que b — a,=— (a — b).

Substituindo o) resultado
expressao original, temos:

na
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_ ( ab ) ‘ (a—b )2 _ _ab(a=h)’
b-a ab (b—a)(ab)’
ab(a=b)® _ a-b _ b-a
(a—b)(ab)’ ab ab

Exercicios propostos

08. (EFOMM - Adaptada) Considere a
seguinte expressao:

Sejam p e g numeros reais, tais que
p*+—q e p-q+0, determine a
expressao algébrica equivalente.

09. (CMJF 2015 - Adaptada)
Respeitada a condi¢cao de existéncia (
x#3) e simplificando a expressao

2(x—2) (x=3)°—3(x—2)*(x—3)°
@-3)°

qual o resultado obtido?
Exercicios resolvidos
0. (OBM 2002) Se xy=2 e

2 2 ~
x +y =5 entao

2 2
T4l
y X

é igual a:
a) 5/2

b) 25/4
c) 5/4
d)1/2

e)l

Resolucdo:

Para resolver essa questao,
precisamos reescrever a expressao
dada de modo que aparecam o0s

2 2
termosxyex +y.

2 2
Note que temos os termos y~ e x Nos
denominadores da expressao. Entao,
o denominador comum para a

~ ;2 2
expressaoéx y .
_ x4+y4+2x2yZ
- 2 2

y x xy

2 2 2

Podemos escrever x'y  como (xy),
engquanto, o numerador pode ser

fatorado como o quadrado de uma
soma:

4 4 2 2
x +y +2xy
2 2 2
2 2 2 2 2 2
=(x) +(y) + 2xy =(x +y)
Assim, a expressao inicial pode ser
reescrita como:

Substituindo x” + y2 =5exy =2

2
x2+yZ _5_2_ 25

w2
Resposta correta: Alternativa B.
02. (EPCAR 2019) Considere o
conjunto de todos os valoresdemen

para 0s quais a expressao algébrica 4,
abaixo, esta definida.

R -2
A — - n m - . (T:—nz —
W Tma e (mhen)

Nesse conjunto, uma expressao
algébrica equivalentea A é
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2 2
ajm +n

2 2
b)m —n

m’ +n’
Cc)———

2
m —n

d)m+n

m-—-n
Resolucdo:

Inicialmente, vamos simplificar o
primeiro fator da expressao,
realizando as operacdes entre fracdes
algébricas e fatorando:

2 2 4 4
m-n
2 2 2 2
mn

7zz+2mn+m2

2 2
mn

_ () ()’

(m+n)2

2 2

2, 2
m +n J{m —n

(m+n)2

— (m2+n2) (m+n)(m—n)
(m+n)2

_ m+n’ !(m—n)

- m+n

Vamos agora simplificar o outro fator:

1
-2 5 2 2
!m—n _ _(m-n _ _m-n

1 1 2
(mZ_nZ) me—n? (m_n)

— (m4+n)(m—n) — m+n
(m—n)’

m—n

Substituindo na expressao inicial,

temos:

(m2+n2)(m—n)
m+n

m+n
m-—-n

A=

_ (mz +n2) (m—n)(m+n)
- (m+n)(m—n)

2 2
=m +n

Resposta correta: Alternativa A
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04. (EPCAR 2018) Ao fatorar e efetuar
as simplificagdes na fracao

2 .2 2 2 2 2
—ab +b c+bc"+ac —a c—a'b

azc+2abc+b2c—a3—Zazb—ab2

considerando sua devida existéncia,
obtém-se:

b+c
c—a

a)

b+c
) a+b

2a+c
c—a

c)

b+c—a
a+b

d)

Resolucdo:

Em um primeiro momento,
poderiamos tentar agrupar os termos
na ordem em que eles aparecem,
mas ao fazermos isso nao apareciam
mais fatores comuns. Veja:

— ab2 + bzc + bc2 + ac2 — azc — azb

= bz(— a+ o)+ cz(b + a)— az(c + b)

Entdo, a estratégia mais facil para
resolver essa questao seria fatorar o
numerador. Observe que agrupando
os dois Ultimos termos aparece o
fator (¢ + b). Esse fator também

2
aparece agrupando os termos b'c e
2 .
bc . Veja:

— ab2 + bzc + bc2 + ac2 — azc — azb
=— ab’ + bc(c + b) + ac® — a’(c + b)

Agrupando os termos

temos:

restantes,

—ab’ + ac’ = a(c2 - bz),
que pode ser fatorado como:

a(c + b)(c — b).
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Portanto:

a(c + b)(c — b)+ bc(c + b) — az(c + b)

Note que todos os termos tém um
fator comum (¢ + b). Entdo, vamos
coloca-lo em evidéncia e reagrupar
0s termos restantes:

(c + b)[alc — b)+ bc — a’]

=(c + b)(ac —ab + bc — az)
= (¢ + b)[c(a + b) — a(a + b)]
= (¢ + b)(c — a)(a + b)

Agora, iremos fatorar o denominador.
Note que podemos colocar ¢ em
evidéncia nos trés primeiros termos e
— a em evidéncia nos trés ultimos
termos:

a’c + 2abc + b'c —a’ — 2a°b — ab’
= c(a2 + 2ab + bz) - a(a2 + 2ab + bz)
2 2
=(C—a)(a +2ab+b)

=(c — a)(a + b)’

Substituindo os termos na fragao
inicial e simplificando, temos:

(c+b)(c—a)(a+b) __ b+c

(c—a)(a+b)’ a+b

Portanto, a resposta correta € a
alternativa B.
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ol. (EMBRAER - 2018) Na
simplificacdo da expressao
x2+6x+9

x2—9
obtém-se

X433

D

A expressao que substitui
corretamente D (denominador da
fracao) é:
a)x — 9
b)x + 3
c)x — 3
d)x — 6

02. (EPCAR - 2016) O valor da

expressao
-2 -2 2 2
X =y X y+xy
( 1 —1) : ( 2 2 )
x +y x =y

emque,xeyeER, x+yex+ — y, &

a) -1
b) -2
c)l
d)2

03. (CMRJ - 2008) forma

simplificada da expressao

A

azc—(bzc+b2d)+a2d
c(a’+b")+2(abc+abd)+d(a”+b°)

+b
a) aab

c—d
c+d

a—b
ab
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a—b
) a+b

d+c

e) dc

04. (OBMEP - 2018) Sabendo-se que

s

12’

x2+ 2
()’

qual éovalorde%+%?

a) 2,0
b) 2.2
c) 24
d) 2,6
e) 2.8

05. (CMR3J - 2021) O conhecimento
algébrico contribui, dentre outras
coisas, para a simplificacao de
expressdes algébricas. Dessa forma,

para x =21 e y =20, o valor da
expressao
3 3
Xy
x3+2x2y+2xyz+y3
é igual a:
1261
a) - 32440
1
b) — 1261
41
C) 32440
1
d)
41
e) 1261
06. (EPCAR - 2011) Considere os
ndmeros reais a, b e X tais que
a+b=x
a—b= x_1
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a#b#0

O valor da expressao

(@’ +2ab+b>) (@ —b%)
(a’=b*)(a’+ab+b")

Y = 2
a —ab
2a
é:
a)2
b) 2x°
c) X
d) =

07.(CMRJ -2015)Sex + y = 2e

X4y _ 1

- )

4y 4
entdo (xy) ' éigual a:
a) 11/14
b) 1113
) 11/12
d)1
e) 11/10

08. (CN - 2007) Simplificando-se a
fracao

x(x2+x—y)+yz(y+ 1)
x2+y2—xy

onde x° +y2 — xy # 0, obtém-se:
a)x —y+1
b)x —y -1
S)x+y-—-1
d1+x+y

e)l—-x+y
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09. (EPCAR - 2017) Simplificando as
expressoes

nas quais y > x > 0, é correto afirmar
que:

a)%=2_1

b) - €N

c)AB >0
d)4+B>0

10. (CMRJ - 2009) Se

42z 2 x
yz

x Ty T2
ex +y+ z = 16,0 produto xyz é:
a) 192

b) 108

c) 48

d) 32

e)10

M. (EPCAR - 2014) Considere as

expressoes abaixo em que a+#b:

3 3
a—b

P = e bele et e

Y
Q - &13+(1217Jr¢1172+b3
Assim, tem-se % igual a:

1

D

a)

1
b)



¥R CASDinho

Matematica EPCAR

c)a + /b
d)/a— /b

12. (EPCAR - 2020) Considere as
expressdes P e Q, com 0s numeros a,
b e c reais positivos e distintos entre
Si:

C(fbte) (b
}76+c6

-1 -1
(=) (b '+a ")
= =

(@'+p™) —(a'-p7)
A expressao \/WI3 é representada por:
a) b\2a
b) a\/2b

c) a\/g
d) L/

13. (CMR3J - 2011) Dados os humeros

reais a, b, ¢ diferentes de zero e
a + b + c+#0, para que a igualdade

1
a+b+c

1 1 1
—+—+—==
a b c

sempre se verifique, devemos ter,
necessariamente:

a)a=b =2
b)a=b=-2c
C)a=boub=coua=c
a+c
d=-=0b
€ a=—boub=—coua=—c
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14. (CN - 2012) Sejam 'a'), 'b' e 'c
ndmeros reais Nnao nulos tais que

1 1 1
b T T =P

a b c a b c

sttt ot =4

ab + ac + bc =r.

O valor de q2 + 6g € sempre igual a:

p’r’ = 9p
b) 12

c) pzr2 -9

2 2
pr —10
4r

d)
e)p’r’ — 12p
GABARITO
)C
2)A
3)D
4)E
5)D
6) B
7) A
8)D
9)C
10) A
1) D
12) B
13) E
14) C
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As equacdes sao fundamentais para a resolucao de diversos problemas, tanto da
matematica quanto de outras matérias, como a fisica, a quimica e a biologia.
Neste capitulo veremos os principais pontos sobre equacdes. Além disso,
estudaremos sobre as equacdes do 1° grau, que sao uma das equacdes mais
simples que existem. Apesar de serem simples, € a base para entendermos

diversos assuntos da matematica

Antes de iniciarmos o assunto sobre
equagdes do 1° grau, vamos definir o
conceito de equagao.

O que sao equacgdes? Equacdes sao
todo o conjunto de numeros e
simbolos matematicos que se
encontram separados por um sinal
de igual.

Curiosidade: O prefixo equa da
palavra equacao vem do latim e
significa igual.

As equacdes sao compostas por
coeficientes, que sdao o0s termos

conhecidos (nimeros) e as
incognitas, que sao o0s termos
desconhecidos. As incégnitas

também podem ser chamadas de
variaveis e sao representadas por
uma letra.

A incognita pode ser representada
por qualquer letra. Entretanto, na
maioria das vezes, é representada
pelas letras x ou y.

Vejamos um exemplo de equacgao:
Sinal de

) =|_‘iguazdade
TP

Coeficientes

Incégnita
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Nesse exemplo, o X € a variavel, cujo
valor nés nao conhecemos, enquanto
0os nUmeros (3 e 9) sdo os
coeficientes, ou seja, os valores
conhecidos.

Perceba, ainda, que temos duas
sentengas que estao relacionadas por
um sinal de igualdade.

Veja mais alguns exemplos de
equacodes:

Exemplo Ol. x — 5 = %

Exemplo 02. 4y + 8 = 23 + y
Exemplo 03.t" + 2t — 4 = 0
Observacao: Quando temos um
ndmero “grudado” na incognita,
significa que esse numero esta

multiplicando a varidvel. Veja no
Exemplo 02, temos o 4y, ou seja, 0 4
estd multiplicando a incoégnita y.
Quando ndo temos nenhum numero
na frente da incognita, significa que a
variavel esta sendo multiplicada por 1.

Exercicio proposto

01. Identifique os coeficientes e as
incognitas dos Exemplo 1,2 e 3.

Agora, vejamos alguns exemplos que
Nnao sao equacoes:

Exemplo04.x — 5 > 7
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Exemplo 05.5 + 4 =9
Exemplo 06. 6 + 2

Nos Exemplos 04 e 06 nao sao
equacdes, pois nao apresentam uma
relagao de igualdade. Ja no Exemplo
05, apesar de apresentar uma relacao
de igualdade, nao possui uma
incégnita. Neste caso, dizemos que a
sentenca é fechada. Para ser uma
equacao, precisamos ter uma
sentenca aberta, ou seja, € necessario
gue exista um valor desconhecido
(incognita).

Membros e termos de uma
equacgao

Como toda relacdao de igualdade,
uma equacgao possui dois membros:
um a esquerda do sinal de igualdade,
chamado de primeiro membro, e o
gue esta a direita do sinal de
igualdade, que ¢é chamado de
segundo membro. Além disso, cada
parcela de uma equagao ¢é
denominada termo dessa equagao.
Veja:

Sinal de
igualdade

Primeiro membro
‘@’i@; @I Termo

Termo

Existem varios tipos de equacgdes e
cada uma delas possui uma forma
especifica de resolver. Neste capitulo
veremos sobre as equagdes do 1°
grau.

Observacgao: O grau de uma equagao
esta diretamente associado ao maior
valor do expoente que aparece nas
incognitas da equacgao.

109

A férmula geral de uma equacgao do
1° grau é dada por:

ax + b =0

Em que a e b sdo numeros reais, com
a # 0,e x € aincognita.

No caso das equacgdes do 1° grau, a
incognita esta elevada a 1. Isso fica
implicito. Entdo, nao precisamos

1
escrever x toda vez.

Veja alguns exemplos de equacdes
do1° grau:

Exemplo 07.2x + 3 =0
Exemplo08. - 7a + 8 =0
Exemplo 09.9t — 1 =0

Quando temos uma equagao do 1°
grau, o objetivo é encontrar o valor da
incognita. Esse valor encontrado €
chamado de raiz da equacao.

Raiz da equacao do 1° grau

A raiz de uma equacao é definida
como o valor da incégnita que a
transforma em uma sentenca
matematica verdadeira e fechada.
Isso significa que a raiz deve ser um
ndmero que, ao substituir a
incoégnita, comprove a igualdade
entre os membros. Entao, encontrar a
raiz, nada mais € do gue resolver a
equacao.

Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 10. Considere a sentenca
matematica:

5.x =15

Se substituirmos o x pelo ndmero 3,
temos:
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15 =15

Ou seja, para o valor de x igual a 3, a
sentenca torna-se verdadeira.
Portanto, dizemos que 3 é raiz da
equacao 5x = 15.

As equacdes do 1° grau sempre terao
apenas uma unica raiz, ou seja, a
equagao apresenta apenas uma
solugao.

Agora veremos algumas técnicas de
como resolver as equacdes do 1° grau.

As equacdes do 1° grau sao as
equagdes que  apresentam a
resolucao mais simples e rapida.

Entretanto, para entendermos como
solucionar uma equacgao, precisamos
saber sobre o principio de igualdade.

Principio da Igualdade

O principio de igualdade nos diz que
uma equagao nao se altera quando
adicionamos, subtraimos,
multiplicamos ou dividimos um
mesmo numero a cada um dos seus
membros. Esse principio é a base
para resolvermos as equacoes.

Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 11. Encontre a solugao da
equacgao:

5x + 3 = 38

Solucdo:

Para solucionar essa equacao, ou seja,
encontrar o valor da incognita «x,
podemos utilizar o principio da
igualdade.
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Pelo principio aditivo das igualdades,
podemos adicionar o nUmero — 3 a
cada um dos membros da equagao:

5 +3—-3=38-—3
5x = 35

E pelo principio multiplicativo das
igualdades, podemos multiplicar por

< cada um dos membros da
equacao:

1 1

- .5x = —.35
E assim chegamos ao valor da

incognita na equacgao:
x =7

Portanto, a solucao dessa equagao é
x =17.

Agora que entendemos esse conceito
para resolver as equacgdes, nNao
precisamos seguir esses passos todas
as vezes. Podemos fazer isso de uma
forma mais simplificada.

De uma forma geral, para resolver
uma equacao do 1° grau, basta isolar
a incognita em um dos lados da
igualdade e descobrir o seu valor
nuMerico.

Isolar uma incoégnita significa que
temos que deixar somente ela de um
dos lados do sinal de igual e todos os
outros termos devem ser deslocados
para o outro lado do sinal de igual.
Quando fazemos isso, o principio de
igualdade fica implicito.

E importante lembrar que para
mudar um termo qualquer de uma
equacao de um lado do sinal de igual
para o outro € necessario sempre que
o termo sofra uma inversao na
operacao matematica. Isso significa
que:
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- Se o termo estd somando, ele deve
passar para o outro lado do sinal de
igual subtraindo.

- Se o termo estd subtraindo, ele deve
passar para o outro lado do sinal de
igual somando.

- Se ele esta multiplicando, ele deve
passar para o outro lado do sinal de
igual dividindo.

- Se ele estd dividindo, ele deve
passar para o outro lado do sinal de
igual multiplicando.

Exemplo 12. Encontre a solugao para
a equacao abaixo:

x—5=3

Solucdo:

Para resolver a equagao, o primeiro
passo € isolar o x, ou seja, devemos
deixar apenas o x em um dos lados
da igualdade. Para isso, vamos
deslocar o — 5, que esta no primeiro
membro, para o segundo membro.
Nao devemos esquecer de inverter o
seu sinal! Veja:

x=3+4+5
Resolvendo a equagao, temos que:
x =8

Isso indica que o valor de x € igual a
8, ou seja, o valor da incognita que
satisfaz a igualdade acima é 8.

Para verificar se a solu¢cao encontrada
€ a correta, basta substituir o valor
obtido na equagao e ver se a
igualdade se torna verdadeira. Assim:

x—5=3

8-5=3

m

Exemplo 13. Encontre o valor da
incoégnita x na equagao:

4x = 15 — x,

Solucdo:

Neste exemplo, a incoégnita aparece
nos dois membros da equacgao,
precisamos deixa-la apenas de um
lado da equacdo. Para isso, vamos
deslocar o termo — x, do segundo
membro, para o primeiro membro.

Nao podemos esquecer de trocar o
seu sinal. Assim:

4x + x = 15

Agora, vamos resolver a equagao e
isolar o x, para descobrir o seu valor

numeérico. Neste caso, primeiro
temos que reduzir os termos
semelhantes e depois passar o

ndmero que esta multiplicando o x

para ©O segundo membro, mas
dividindo:
5x = 15
- 15
X ="
x =3

Isso indica que o valor de x é igual a 3,
ou seja, o valor da incégnita que
satisfaz a igualdade acima é 3.

Para verificar se a solucao encontrada
€ a correta, basta substituir o valor
obtido na equacao e ver se a
igualdade se torna verdadeira. Assim:

5.x =15
5.3 =15
15 = 15
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Exercicios propostos

02. Encontre a solugao das equacdes
abaixo:

a)x - 1,2 =<

b)3x -5=5-7
c)3x — 5 =6x— 14
d)%x—5=%x+7

Nos casos em que a equagao esta na
sua forma geral:

ax + b = 0,

a raiz pode ser encontrada de forma
mais  simples, utilizando uma
expressao que correlaciona os seus
coeficientes. Veja:

—b
a

X =

Importante: Essa expressao sé pode
ser utilizada quando a equagao esta
igualada a zero e apresenta apenas
os dois coeficientes (a e b).

Exemplo 14. Vamos encontrar a raiz
da equacao do Exemplo 13, utilizando
essa técnica.

Solugdo:

Considere a equacao:
4x = 15 — x

Nao podemos aplicar a técnica, pois a
equacao nao esta em sua forma
geral. Entretanto, podemos
manipuld-la para deixar na forma:
ax + b = 0. Para isso, temos que
deslocar todos os termos da equagao
para apenas um dos lados da
igualdade.

n2

Primeiro, vamos deslocar o termo — x
do segundo membro para o primeiro
membro, lembrando de trocar o seu
sinal.

4x + x = 15

5x = 15

Pelo principio aditivo das igualdades,
podemos adicionar o numero — 15 a
cada um dos membros da equacao:

5x — 15 = 15 — 15
5« =15 =0

Agora gue chegamos na forma geral,
vamos identificar os coeficientes a e

o ~ —b
b e substitui-los na expressdo (x = —

) para encontrar a raiz da equacao.

Pela equacgado,a = 5e b =— 15. Entao:
_ =15 _ 15
-5 5
x =3

Portanto, a raiz da equacgao é igual a
3. Note que o resultado foi o mesmo
obtido no exemplo 13.

Observagao: Na hora de resolvermos
0s exercicios, podemos deslocar
todos os termos da equagao para um
dos lados da igualdade, nao
esquecendo de inverter o sinal,
reduzir os termos semelhantes e
igualar a zero.

Nem sempre o0s exercicios vao
apresentar as equacdes do 1° grau
diretamente, para que Vvocé as
resolva. Em  muitos casos, o0s

exercicios apresentam um problema
e, antes de comecar a resolugao, vocé
precisa montar a equacao.
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Nestes casos € importante saber
interpretar e  compreender o
problema, para que vocé possa
identificar e sublinhar as informacdes
relevantes e o que deve ser
encontrado. E, a partir disso,
podemos montar a equagao, que
nada mais é do que traduzir o
enunciado do problema em uma
linguagem matematica.

Vejamos um exemplo de como isso
pode ser feito.

Exemplo 15. Newton tem R$5,00 a
mais que Galileu. Galileu tem R$5,00
a mais que Tales e Tales tem R$5,00 a
mais que Pitagoras. Os quatro juntos
possuem R$250,00. Quantos reais
cada um deles possui?

Solucao:

Primeiro, temos que ler com atencao
O exercicio e associar a variavel com o
gue queremos descobrir, que no caso
€ a quantia que cada um pPossui.

Analisando o problema, vamos
considerar que a quantia de dinheiro
gue Pitagoras tem é x. Note que
podemos associar o quanto cada um
dos outros possui em funcao da
guantia de Pitagoras.

Entao, vamos identificar a quantia de
cada um em func¢ao de x.

- Pitagoras: x

-Tales:x + 5

- Galileu: (x + 5 +5=x + 10

- Newton: (x + 10) + 5 = x + 15

Sabendo que todos juntos possuem
250, podemos somar todas as
guantias, em funcao de x, e iguala-las
a 250. Assim, chegamos na equacao
do problema:

113

x+ (x+5)+ (x+ 10) + (x + 15) = 250

Resolvendo a equacgao, temos:

4x + 30 = 250
4x = 250 — 30
4x = 220
220
- T4
x = 55
Entdo, Pitdgoras tem R$ 55,00
(x =55), Tales tem R$ 60,00

(x + 5 =55+ 5 = 60), Galileu tem R$
6500 (x + 10 = 55 + 10 = 65) e
Newton tem R$ 70,00
(x + 15 = 55 + 15 = 70).

Para comprovar se as quantias estao
certas, vamos somar todas e verificar
se é igual a 250.

55 + 60 + 65 + 70 = 250
250 = 250

Observagao: Sempre associe o que
vocé deve encontrar ao “X” da
equacao!

Exercicio Proposto

03. (PUC RJ - 2003) % de um numero

somados a desse

- € igual a =
mesmo numero. Indique a opgao que
apresenta esse numero.

a)o
b) 1
c)%

d) ==

20
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O1. (IFSC - 2018) Considere a equagao

3x

T =2x+5 e assinale a alternativa
CORRETA.

a) E uma funcdo do primeiro grau,
sua solucao € igual a -1 e seu
conjunto solucao é S = {-1}.

b) E uma equacdo racional, sua
solucao é igual a -4 e seu conjunto
solucao é S = {-4}.

¢) E uma equacio do primeiro grau,
sua solugcdao é igual a +4 e seu
conjunto solucao é S = {®}.

d) E uma equacao do segundo grau,
sua solucao é igual a -4 e seu
conjunto solucao é S = {-4}.

e) E uma equacdo do primeiro grau,
sua solucao é igual a -4 e seu
conjunto solucao é S = {-4}.

02. (CEFET/MG - 2018) Numa familia
com 7 filhos, sou o cagula e 14 anos
mais Nnovo que o primogénito de
minha mae. Dentre os filhos, o quarto
tem a terca parte da idade do irmao
mais velho, acrescidos de 7 anos. Se a
soma de nossas trés idades & 42,
entdo minha idade € um ndmero

a) divisivel por 5.
b) divisivel por 3.
c) primo.

d) par.

03. (EPCAR - 2018) Uma revendedora
de automoveis usados apresenta um
modelo e 0 anuncia por x reais. Para
atrair clientes, a revendedora oferece
duas formas de pagamento:

Forma de
pagamento Valos
A vista 10% de desconto sobre o prego anunciado
- Com acréscimo de 20% sobre o prego
ng%?tge anunciado, sendo o total dividido em 10
parcelas iguais

Um cliente comprou um automaovel e
optou pelo pagamento no cartao de
crédito em 10 parcelas iguais de
R$3240,00. Considerando as
informacdes anteriores, €& correto
afirmar que:

a) o valor x anunciado pela
revendedora é menor que
R$25000,00.

b) se esse cliente tivesse optado pelo
pagamento a vista, entdo ele gastaria
mais de R$24500,00 com essa
compra.

c) a opgao que esse comprador fez
usando o cartao de crédito
representou um acréscimo de 30%
sobre o valor que seria pago a vista.

d) se o cliente tivesse pago a vista, ao
invés de utilizar o cartdo de crédito,
entdo teria economizado mais de
R$8000,00.

04. (UECE - 2009) Uma peca de
. ) 1
tecido, apos a lavagem, perdeu —de

seu comprimento e este ficou
medindo 36 metros. Nestas
condi¢des, o comprimento, em m, da
peca antes da lavagem, era igual a:

a) 44
b) 42
c) 40

d) 38
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05. (IFS - 2015) Um professor gasta %
do seu salario com alimentagao, %

com moradia e ainda |he sobram
R$1200,00. Qual o saldrio desse
professor?

a) R$2200,00
b) R$7200,00
¢) R$7000,00
d) R$6200,00
e) R$5400,00

06. (IFRS - 2017) Pedro tinha X reais
das suas economias. Gastou um tergo
no parque de diversbes com os
amigos. No outro dia, gastou 10 reais
com figurinhas para seu album de
jogadores de futebol. Depois saiu
para lanchar com seus colegas na

. 4 .
escola gastando mais — do que ainda

tinha e ficou ainda com um troco de
12 reais. Qual o valor de x em reais?

a) 75

b) 80

c) 90

d) 100

e) 105

07. (IFSC - 2017) Considerando
equacao — 53B3x — 8) = — 45,

CORRETO afirmar que ela
equivalente a:

[ONNO NN

a)—8x —58=0
b)—8x—32=0
c)— 15x — 53 =0
d)— 15x + 85 = 0

e)—15x+5=0

08. (EPCAR - 2012) Para que a

< 2x-3 +6 1 ,
equacdo — ——==——kx seja

5 10 2
impossivel, o valor k devera ser:

a)—3
3
b) - 7%
c)3
d) =

10

09. (PUCCampinas SP - 2017) Na
equagao 7x —5=5x+9) —28, o
equilibrio (a igualdade) se estabelece
entre os dois membros na presenca
de um valor determinado de x,
usualmente chamado de solucao da
equacao. Atribuindo a x, ndo o valor
que corresponde a solugao da
equacao, mas um valor 6 unidades
menor que a solucao dessa equagao,
obtém-se uma diferenca numeérica
entre os dois membros da equacao
original, que, em valor absoluto, é
igual a:

a)5 b)17 c)O
d) 12 e)23

10. (Fuvest - 1994) Um casal tem
filnos e filhas. Cada filho tem o
numero de irmaos igual ao numero
de irmas. Cada filha tem o nUmero de
irmaos igual ao dobro do numero de
irmas. Qual o total de filhos e filhas do
casal?

a)3 b) 4 c)5
d)6 e)7

GABARITO
JE 2)C 3D 4)C 5B 6)E

7)D 8B 9)D 10)E
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As equacgdes do 2° grau sao bastante conhecidas na matematica, além de serem
de extrema importancia para resolver diversos problemas. Neste capitulo iremos
aprender os métodos que podem ser utilizados para solucionar esse tipo de
equacao, especialmente o método conhecido como féormula de Bhaskara. Para
isso, muitos exercicios precisam ser feitos para praticar esse assunto.

Denomina-se equacao do segundo
grau, na incognita x, toda equacao
da forma:

2
ax + bx+c=0

em qgue os coeficientes a, b e ¢ séo
ndmeros reais, com a # 0.

Vejamos  alguns de

equacodes de 2° grau:

exemplos

Exemplo O1. X —4x +4=0
Exemplo 02. 12" — 4x = 0
Exemplo 03. — X +49 =0

Exemplo 04. 12" = 0

Observe gue nos exemplos acima, os
coeficientes b e ¢ podem ser iguais a
zero. Entretanto, para que tenhamos
uma equagao do 2° grau, O
coeficiente a nao pode ser igual a
zero (a # 0).

Exercicios Propostos

01. Identifiqgue, nos exemplos acima,
os coeficientes a, b e ¢ das equacgdes
do 2° grau.

a)a=-_1,b=_-4 ec=_4

b)a=_ b=__ec=__.
c)a= Jb=__ec=__
d)a-= b=__ec=__

E importante notar que nem todas as
equacdes do 2° grau possuem todos
0s termos, 0 que acontece quando b
efou ¢ sdo iguais a zero. Nesse
sentido, temos duas defini¢des:

1) A equagao do 2° grau é chamada
de completa quando b e ¢ sao,
ambos, diferentes de zero.

2) Caso tenhamos b e/ou ¢ iguais a
zero, a equacaoé chamada de
incompleta.

As equacdes do 2° grau incompletas
podem ser separadas em 3 formatos
diferentes:

1) Equacdo do tipoax’+c=0

Nesse caso, passamos o coeficiente ¢

para o outro lado da equacgao e,
depois, dividimos por a. Por fim,
tiramos a raiz quadrada do numero
obtido. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 05. Encontre a solucao das
equacodes abaixo.

a)3x’ — 27 =0

3x = 27
x2=%=9
x = +9 = 13

116
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b)x -7 =0

No geral, se a equacao é do tipo

2 ~ ~
ax + ¢ =0, as solugdes serao da
forma:

Observagao: € necessario que a razao
—% seja um numero positivo, visto

gque esta dentro de uma raiz
guadrada. Caso contrario, nao
teremos raizes reais.

1) Equacdo do tipo ax* + bx = 0
Nesse caso, devemos colocar em
evidéncia 0s fatores comuns,

sabemos que pelo menos “x" é fator
comum. Com isso, teremos um
produto de dois termos sendo igual a
zero. Sendo assim, um desses dois
fatores é, obrigatoriamente, igual a
zero. Veja:

Exemplo 06. Encontre a solugcao das
equacdes abaixo.

a) 4x” — 64x = 0
4x(x — 16)=0
4x =0ou(x — 16)=0
x =0oux =16
b)5x2—4x=0
x(5x —4)=0
x=0o0u(5x —4)=0

4
x=00ux=?

7

Em geral, as equagdes que sao do

tipo ax’ + bx = 0 podem ser
fatoradas em x(ax + b) = 0,
resultando em raizes na forma:

b
X, =——
2 a

Ill) Equacéao do tipo ax*=0

Nesse caso, teremos um numero
diferente de zero multiplicando x?
igualado a zero. Logo, x s6 pode ser
igual a zero.

Exemplo 07. Encontre a solucdo da
equacgao:

(5 —+75x" =0

Como (5 — \/ﬁ) # 0, entdo X = 0, ou
seja,x = 0.

Agora veremos dois métodos que
podem ser utilizados para resolver
qualquer equagcao do 2° grau
completa. Caso a equacao seja
incompleta, esses métodos também
poderdo ser aplicados, contudo
podem levar mais tempo para
resolvé-las.

Férmula de Bhaskara
Seja a equagao do 2° grau:
ax’ +bx+c=0
Vamos dividir a equacao por a, assim:

ax2+bx+c

-9
a _(l

Perceba que isso s6 pode ser feito se
a for diferente de zero!
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Agora, vamos simplifica-la:
2 b
X +=—x+—==0
a a

Recordando do trindmio quadrado
perfeito, temos que:

2 2 2
(x+mx =x + 2mx +m

Note que o termo que multiplica “x”
deve ser o dobro de um numerom e
0 quadrado desse nUmero m sera o

termo independente de x, ou seja,

gue nao tem nenhum fator x
multiplicando ele. Adotando essa
estratégia:

2 2
X+ 2w+ (i) -~ (—) +<=0
a 2a a
Assim, temos que:

2 2
b b c b —4ac

O proximo passo € retirar a raiz

guadrada dos dois lados:
b’—4ac

[z
X+%=+ 2=ib—4¢7tc

- 4q 2a

Isso nos permite achar uma
expressao geral, que nos da como
resultado as raizes de uma equacao
de 2° grau. Essa expressao geral é

conhecida como férmula de
Bhaskara:
b \/b2—4ac
x =— 0+ =
2a 2a

Veja que temos, em geral, duas raizes,

uma quando pegamos o sinal
2
" : b b'—4
positivo, ou seja, x, =— - + E e
1 2a 2a
a outra quando pegamos o sinal
b \/b2—4ac

negativo, x2 = 22
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Observacoes:

1) Para fins didaticos, chama-se a

expressao b — 4ac = 0 de
discriminante da equag¢ao do
segundo grau e é representado pela
letra grega A (delta). Assim:
A = b2 — 4ac.

2) De acordo com o valor do
discriminante da equac¢ao do 2° grau,
podemos fazer algumas
consideracdes a respeito das raizes da
equacao:

a) Se A > 0O, teremos duas raizes reais.
b) Se A = O, teremos apenas uma raiz

real e elas serdo iguais, ou seja,

1~ 727 2a’

c) Se A < 0, ndo teremos raizes reais.

Exemplo 08. Resolva a seguinte
equacao do 2° grau:

x2—14x+45=0

Primeiro, vamos calcular o valor do
discriminante A, utilizando a
expressao:

A = b2 — 4ac
Logo,
A = (= 14)° — 4-1-(45) = 196 — 180
A = 16

Substituindo o valor encontrado na
formula de Bhaskara, temos:

Y = — (1) ++16 _ 14+4
- 21 -2
Resolvendo para os dois sinais,

positivo e negativo, encontramos as
duas raizes da equacao. Sendo elas:
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Exemplo 09. (PUC R3/2001 -
Adaptada) Encontre os valores de k

para que a equacgao x2 —kx+1=0
tenha exatamente uma solucgao.

Solugdo:

E preciso saber a condicdo necessaria
para que a equagao tenha
exatamente uma solugcao. Desse

modo, para que isso seja atendido, é
necessario que o valor de delta seja
iguala O (A=0).
2
A =Db —4ac=0

Temos que a=1b =-kec=1
Substituindo na expressao acima:

A= (—k’'—4%1%1
(—k)’—4*1%1=0
K =4
k =+ 2

Portanto, para que a equacgao tenha
apenas uma solucao k deve ser + 2.

Exercicios Propostos

02. (PUC RJ - 2002) Assinale a
afirmativa correta. O polindmio

2
x —ax + 1
a) tem sempre duas raizes reais.
b) tem sempre uma raiz real.

c) tem exatamente uma raiz real para
a=2

d) tem exatamente uma raiz real para
infinitos valores de a.

e) tem exatamente uma raiz real para
a=0.

19

03. Encontre as raizes das equacgdes
do 2° grau:

a)x2—5x+6=0

b) 8x" — 28x + 20 = 0
2

C)2x —4x —6=0

Completando o trinomio
quadrado perfeito

Outro método que pode ser utilizado
para solucionar as equagdes do 2°
grau ¢é completando o trindmio
guadrado perfeito.

O procedimento ¢é andlogo ao
utilizado para a demonstracao da
formula de Bhaskara. Para isso,
deve-se ter em mente a fatoragao do
trinbmio quadrado perfeito, ou seja,

(@+ b)Y’ =d" + 2ab +b".
Veja um exemplo de como encontrar
a solucao da equacao, utilizando o

meétodo de completar o trindbmio
guadrado perfeito.

Exemplo 10. Encontre as raizes da
seguinte equacao:

9x° 4+ 24x — 65 = 0

Solugdo:
Primeiro, iremos reescrever a
equacao, para que fique mais

proxima ao de um trinbmio quadrado
perfeito:

(3x)° + 2:(3%)4 — 65 = 0

Para que (3x)2 + 2:(3x)-4 faca parte de
um trinbmio quadrado perfeito, o
terceiro termo deveria ser 4%
Portanto, iremos somar e subtrair
42(= 16) na equacao, de forma que
Nnao altere a igualdade:
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(3x)° + 2:(3%)4 — 65 + 16 — 16 = 0

(3x)° + 2:(3x)4 + 16 — 81 = 0

Agora, temos um trindmio quadrado
perfeito:

(3x)° + 2:(3%)4 + 16 = 3x + 4)°

Entao:
(GBx + 4)° - 81 =0
(Bx + 4)° = 81

\GBx + 47 =481

3x +4 =419

Pela formula de Bhaskara, temos que
as raizes da equacao do 2° grau

ax2+bx+c= 0 sao:

1 2a 2a
2
b b’—4
x = b _ Al tac
2 2a 2a
Assim, podemos chegar nas

seguintes relacdes:

a) Soma das raizes:

b b —4ac
x, + x2 == + e
b Ab’-4ac __ b
2a 2a - a

Entao:

b
X X, =— —
1+ 2 a

b) Produto das raizes:

L] =
0%
_ b b'—tac | [_ b _ Alb’—sac
2a 2a 2a 2a

bz—(b2—4-ac) 4ac c
X e X = ) = > =
1 2 4a 4a a

Por exemplo, se temos uma equacao

2 ~
x —6x —2=0,entdoa=1,b=-6ec
= — 2. Desse modo, sabemos que a
soma das raizes é:

e o produto das raizes é:
- =2 _ _
X *x, = -] = 2

Exemplo 11. (ESPM/SP - 2014) Se as
raizes da equacgao 2 —5x — 4 =0

~ 1 1 ..
saom e n, ovalorde— + —éigual a:

2

a) -

b) — =

2
c)%
d)—

5
E)T
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Solucdo:

Para resolver essa questao iremos
utilizar o método da soma e produto
das raizes.

Desenvolvendo a expressdo da
questao:

Loy Lo ndm

m n m ™n

Pela soma e multiplicagcao das raizes,
temos:

Sendoa=2,b=-5ec=-4% vamos
substituir esses valores nas equacoes
acima:

5
m+ n = —
2
m*n= -2
Por fim,
1 1 n+m 5
Wt AT e T

Portanto, a
alternativa A.

resposta correta é a

Exercicios Propostos

04. (UFV MG/2008 - Adaptada) Qual
a soma das raizes das equacgodes

3x°—5x —2=0e5x — 2 =2x — 17

05. (PUC MG/2005 - Adaptada)
Sabendo que os numeros reais p e q
sao as raizes da equacgao

15" — 11x + 2 = 0, qual o valor de
m n
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A equacao do 2° grau também pode
ser escrita na forma fatorada. No&s
vimos, no inicio desse capitulo, que
podemos utilizar a férmula de
Bhaskara para calcular as raizes da
equacao do 2° grau:

2 2

ax + bx + c = a(x —(—%)x +%)

E, pelas relacdes de soma e produto
das raizes, temos que:

Substituindo na expressao anterior:

“tbr+c=qlx’ - (x +x)x+
ax X c = alx xl xzx xlxz

- ol — ) e - 5
ax’ + bx + ¢ = a(x — xl)(x - xz)

Assim, chegamos na forma fatorada
da equacao do 2° grau:

a(x — xl)(x — xz) =0

Perceba que, se substituirmos x; € X,
Nna equagao, teremos que X, € X,
satisfazem a igualdade, ou seja, sao
solucao da equacao.

As equacdes biquadradas sao
equacdes polinomiais do quarto grau,
do tipo ax’ + bx’ + ¢ = 0. Mesmo n3o
sendo uma equacgao do 2° grau, elas
podem ser resolvidas por meio dos
meétodos de resolugao para as
equacdes de 2° grau. Para isso, €
utilizado um artificio matematico
que “transforma” a equagcao em uma
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equagao do 2° grau, que consiste em
utilizar uma variavel auxiliar (k). Veja o
exemplo a seguir.

Exemplo 12. Encontre as solucdes da
equacao:

4x' = 174" + 4 = 0.
Primeiro, vamos adotar k = xz, assim:
4k° = 17k + 4 = 0
Agora, temos uma equagao do
segundo grau em funcao da variavel
k. Portanto, podemos utilizar o
meétodo de Bhaskara para resolvé-la.
Primeiro, vamos encontrar o valor do

discriminante (4) e, depois,
substitui-lo na formula de Bhaskara:

A :bz— 4.a.c

Sendo, a =4, b =-17 e ¢ = 4 temos
que:

A= (= 17)° — 444
A=(=17)° — 444 = 289 — 64

A = 225 = (15)°

Logo,

k = —(—17)i\/@ __ 17415
- 2:4 )

k=4ouk=%

2 ~
Entretanto,como k = x, entao:

Portanto, as solu¢des sao:

1 1
X =— 2,x=2,x=7ex=—7.
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01. (PUCCampinas/SP - 2011) Sobre o
numero de alunos arrebanhados pelo
coronel para a ARA, sabe-se que, em
certo ano, foi igual a maior das raizes
da equacao algébrica

2
x +2x—-15=0 e que, no ano
seguinte, foi igual a soma das raizes

da equacao algébrica X —7x+9=0.
Nessas condicdes, o total de alunos
arrebanhados nesses dois anos é
igual a raiz quadrada de:

a) 169
b) 144
c) 121
d) 100
e) 81

02. (UEPB - 20M)
Zx2 + ﬁx + %sena = 0,

0 < a < m, nao admite solugdes reais,
se:

A equacgao
com

a)o < a<%n

b)%< a< T

Of<a<E

T
d)0<0(<7
T TC
€z <a<y

03. (UNIFOR/CE - 1998) Um aluno
resolveu corretamente a equacao do
2° grau + ax + b = 0 e encontrou as
raizes 1 e -3. Nessas condicdes, as
solugbes da equagao + bx +a =0
sao:

a) 3e-l

b)-2el
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c)-1e3
d)le?2
e)le-3

04. (UFAM - 2007) As raizes da

equacgao X’ + 7x + m =0, onde m é
uma constante real e as raizes da
equacao sao 0s NUMeros X; € X,. Se x4
=-2eX,=5 o0valordaconstante m é:

a) 7
b) 10
c) -1
d) -7
e)12

05. (EPCAR
equacao:

- 2007) As raizes da

(2m+1)x2—(3m—1)x+m=0

sao as medidas dos catetos de um
triangulo retangulo de hipotenusa 1.
O valor de m é um numero:

a) par.

b) impar.

c) racional ndo inteiro.
d) irracional.

06. (EPCAR - 2015) Uma professora
de Matematica pediu que seus
alunos resolvessem uma equacgao do
segundo grau da forma

x2+bx+c=0,em que b e ce R

W an

Mariana copiou o coeficiente ‘“c
1 .
errado, obtendo — — €4 como raizes.

Maria Clara copiou errado o
coeficiente “b" e encontrou as raizes 1

3 ~
e — - Sobre a equagao proposta pela
professora, é correto afirmar que:
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a) uma das raizes € menor que 1.

b) possui duas raizes inteiras e

distintas.
€) uma das raizes € maior que 3.
d) ndo possui raizes reais.

07. (UECE - 2000) Para certos valores
de k o produto das raizes da equagao:

X+ 5kx + 3k + 4 =0,

é igual a 16. Para cada um destes
valores, as raizes da equacao sao:

a) reais e iguais
b) nimeros complexos, nao reais
c) numeros irracionais, diferentes

d) ambas
negativas

positivas ou ambas

08. (FUVEST SP - 2008) A soma dos
valores de m para os quais x =1 é
raiz da equacao:

X+ (1+5m—3m2)x+ (m2+ 1H=0
éigual a:

5
8)7

b)%

09. (UECE - 2013) Se k € um numero
inteiro qualquer, sobre as raizes da

equacao ke +k—1= 0, pode-se
afirmar corretamente que:

a) sao sempre nUmeros positivos.

b) sdo sempre numeros negativos.
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¢) podem ser numeros inteiros e
consecutivos.

d) podem ser numeros inteiros e
pares.

10. (UNIFAP/AP - 2015) Dois alunos
estudando sobre equagdes do
segundo grau tentam resolver o
seguinte problema. O produto de
dois numeros é igual a -128 e a soma
destes numeros dividido por 4 é igual
a 7, quais sao esses NUmeros. Qual é a
alternativa que eles devem marcar
Ccomo correta?

a)4e-32
b)8e-16
c)-2e 64
d)1e-128

1. (PUC/RJ - 2006) A diferenca entre
as raizes do polinbmio

2 L ..
x +ax+ (a—1) &€ 1. Os possiveis
valores de a sao:

a) Oe?2
b)le2
c) Oe3
d)1e0
e)le3

GABARITO
1) D 8) A
2)C 9)C
3)D 10) E
4)E mE
5)A
6)C

7) D
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As equacOes matematicas sao utilizadas para resolver diversos problemas do
nosso cotidiano, como vimos nos capitulos anteriores. Entretanto, nem sempre
teremos equagdes com apenas uma variavel, em muitos casos veremos mais de
uma incognita envolvida nas equacdes. Para resolver essas equacdes utilizamos
uma ferramenta util e importante, que sao os Sistemas de Equagdes ou Sistemas
Lineares. A finalidade do Sistema de Equacdes € encontrar possiveis solugdes que
os problemas oferecem. Neste Capitulo, veremos como montar um sistema de
equacgodes e abordaremos alguns métodos de como resolvé-lo.

Antes de falarmos sobre um sistema
de equacdes, vamos definir o que sao
equacdes de 1° grau com duas
variaveis.

N6és vimos no capitulo sobre
equagdes de 1° grau que uma
equacao do 1° grau é representada
pela expressao:

ax + b =0

Em que a e b sao numeros reais
constantes e X representa a
incoégnita.

Agora, considere a seguinte equacgao:
2x +3y = 11

Neste caso, a equagao € denominada
equagcao do 1° grau com duas
variaveis, x ey.

Toda equacao do 1° grau com duas
variaveis pode ser reproduzida da
seguinte forma:

ax + by =c¢

Em que x e y sao denominadas
incégnitas ou varidveis, a € o
coeficiente de x, b é o coeficiente de
y € ¢ é o termo independente, com a
e b diferentes de zero.
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Sistemas de Equacodes

O sistema de equacdes € utilizado
para resolver problemas em que ha
equacdes com mais de uma variavel.

Um sistema de equacgdes é formado
por um conjunto de equacgdes que
apresentam mais de uma incognita,
sendo que tais equagdes estao
relacionadas entre si.

Veja um exemplo de um sistema de
equacoes:

x+y=5

2x —y =9
Note que cada equagao possui as
mesmas duas incégnitas (x e y).

Observagao: Devemos escrever o
sistema de equacdes abrigado por

uma chave, isso indica que nao
podemos resolvé-las de forma
isolada.

Exemplo 01. Monte um sistema de
equacdes para o seguinte problema:

Um pai tem o dobro da idade de seu
filho. A soma das idades deles é 54
anos. Quantos anos cada um tem?
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Solucdo:

Para montar o sistema de equacoes,
temos que determinar as variaveis
presentes e a equacao associada a
cada uma delas.

Para o exemplo dado, temos duas
variaveis que sao: a idade do pai, que
vamos chamar de X, e a idade de
filho, que vamos chamar dey.

Pelo enunciado, o pai tem o dobro da
idade do filho, ou seja:

x =2y
E a soma das idades deles € igual a
54 anos:

x +y =54

Logo, o sistema de equagdes € dada
por:

x =2y
x+y=>54

Exercicio proposto

01. Newton sacou R$ 110,00 em um
caixa eletrbnico. No caixa havia
disponivel apenas cédulas de 10 e 20
reais. Considere X o numero de
cédulas de 10 reais e y 0 numero de
cédulas de 20 reais. Sabendo que
Newton recebeu no total 8 cédulas,
monte o sistema que permite
determinar o numero de cédulas de
cada valor que Newton sacou?

Como vimos até agora, as equagoes
apresentam mais de uma variavel,
sendo gue os valores dessas variaveis
(x e y) estao relacionados por meio de
uma ligacao de dependéncia, ou seja,
os valores de x dependem dos
valores de y e vice-versa. Vejamos o
exemplo a seguir para entendermos
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como funciona essa relacdo de
dependéncia entre as incégnitas.

Exemplo 02. Considere a seguinte
equacao:

3x +7y =5

Vamos fazer y igual a 2 e substitui-lo
na equacao:

3x +7.2=5
3x + 14 =5
3x =5 - 14
3x= —9
= -3
x= -3

Isso significa que quando y é igual a
2, obrigatoriamente, x deve ser igual
a-3.

Quando temos mais de uma
equacao, ou seja, um sistema de
equacdes precisamos encontrar os
valores que satisfacam,
simultaneamente, todas as equacdes
envolvidas. Esses  valores sao
chamados de solugao do sistema e é
representado pela letra S = {(x; y)}.

Para encontrarmos a solucao do
sistema, utilizamos alguns métodos.
Os dois mais utilizados sao: o método
da substituicdo e o meétodo da
adicao.

O método da substituicdo consiste
em escolher uma das equacgdes e
isolar uma das incognitas, para
determinar o seu valor em fungao da
outra incégnita. Isso nos da uma nova
equagao, ao mesmo tempo em que
elimina uma das variaveis.
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Vejamos um passo a passo de como
resolver um sistema de equagdes
aplicando o método da substituicao.

Passo 1. Escolher uma equacao e
isolar uma das variaveis nessa
equacao.

Passo 2: Substituir a expressao obtida
no passo 1 na outra equacdo. Esse
procedimento resultara em uma
dnica equagao, com uma variavel.

Passo 3. Resolver a equacao obtida
no passo 2 e encontrar o valor da
incégnita.

Passo 4. Substituir o valor
encontrado no passo 3 em qualquer
uma das equagdes e encontrar o
valor da outra incognita.

Esse método é indicado para
qualquer situagao. Entretanto,
precisamos ficar atentos! A expressao
formada pela substituicdo pode gerar
uma equagao de segundo grau ou
uma expressao mais complexa.

Exemplo 03. Encontre a soluc¢ao do
sistema de equacoes abaixo,
aplicando o método da substituicao.

x+y=7
x—y=1

Solucdo:

Para facilitar e ndo nos confundirmos,
vamos enumerar as equacdes como
(1) e (2):

x+y=7 (1)
x—y=1 (2)

Agora, vamos aplicar os passos
apresentados para a resolucao do
sistema.

Passo 1. Vamos escolher a equacao (1)
e isolar a variavel x nesta equacao:

x+y=7 (1)
x=7-

Note que nao importa a equagao ou
varidvel que vamos isolar, os
procedimentos e os resultados serao
0S MEesMos.

Passo 2. Depois que isolamos a
variavel x na equacao (1), vamos
substitui-la na equacao (2):

x—y=1 (2)
(7= —-y=1

Agora, temos apenas uma equagao
com uma Vvaridvel, sendo mais
simples de resolvé-la.

Resolvendo a equagao acima,
encontraremos o valor da variavel y:

7-y-y=1
7-2y=1
—2y=1-7

— 2y =—06
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Passo 3. Depois que encontramos o
valor de y, temos que encontrar o
valor de x. Para isso, vamos escolher
uma das equacodes e substituir o valor
de x.

Escolhendo a equacao (1) e
substituindo o valor de y, temos:

x+y=7
x+3=7
x=7-3
x =4

Portanto, o conjunto solucao do
sistema é: S = {(4, 3)}.

Esse resultado indica que os valores
de x e 'y que satisfazem,
simultaneamente, as duas equacgdes
sao0 4 e 3.

Exercicio Proposto

02. Encontre a solucao para sistema
obtido no Exemplo 1, utilizando o
método da substituicao.

No método da adigcao, também
conhecido como método da
eliminacao, temos que somar uma
equacao com a outra, a fim de
eliminar uma das variaveis. Para isso,
precisamos que as incognitas
somadas tenham o mesmo valor,
mas com sinal contrario.

De uma forma geral, podemos seguir
0S seguintes passos para resolver o
sistema utilizando esse método.

Passo 1. Primeiro temos que verificar
se alguma das incognitas possuem
valores iguais e sinais contrarios, uma
vez que o objetivo é encontrar uma
s6 equagao com apenas uma
incognita. Caso nao possua, temos
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que multiplicar uma ou as duas
equacgdes por algum nudmero, para
obter coeficientes opostos para X ou
y. Lembre-se, temos que multiplicar
toda a equagao, assim 0s numeros
mudam de forma proporcional e
garante que o resultado sera o
mesmo.

Passo 2. Realizar a operagao de
adicao com as equacdes do sistema.
Quando realizamos a adicao,
eliminamos uma variavel e obtemos
uma nova equagao com apenas uma
incognita.

Passo 3. Resolver a equacgao obtida
NO passo 2.

Passo 4: Substituir o valor da variavel
obtido no passo 3 em qualguer uma
das equacgdes e encontrar o valor da
segunda variavel.

Esse método € indicado para os casos
em que uma das incognitas aparece
na primeira equagao com Vvalor
positivo e na segunda com o0 mesmo
valor, mas negativo. Se as equacodes
nao estiverem dispostas dessa forma
e, mesmo assim, vocé quiser utilizar
esse meétodo, basta realizar a
multiplicacdo das equacdes para que
figue na forma necessaria.

Veja o exemplo a seguir para
entender melhor como utilizar esse
método.

Exemplo 04. Vamos encontrar a
solugao do mesmo sistema de
equacdes do exemplo anterior, mas

aplicando o método da adicao.

Considerando o sistema com as duas
equacoes:

x +
x_

7 (1)
1 (2)
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Vamos aplicar 0s passos
apresentados para encontrarmos a
sua solucgao:

Passo 1. No método da adicao, temos
gue eliminar uma das variaveis ao
realizar a adicao de uma equagao
com a outra, ou seja, o coeficiente
(Que acompanha uma das variaveis)
tem ser o mesmo, mas com sinais
opostos.

No caso do exemplo, observe que a
equacao (1) tem o termo +y, e a
equagao (2) possui o termo -y. Entao,
nao precisamos realizar nenhuma
modificacao nas equacdes.

Passo 2: Vamos realizar a operacao
de adicao entre as equacodes (1) e (2):

x+yv=7 (1)
x—yv=1 (2)
2x+0=8

Ao somarmos as duas equacdes
membro a membro, eliminamos a
variavel y e obtemos uma nova
equacao, com apenas uma incognita

(x).

Passo 3. Resolvendo a equacgao
obtida no passo 2, encontramos o
valor de x:

2x = 8
-8
X =3
x =4

Passo 4. Agora que temos o valor de
X, € so substituirmos em uma das
equagdes para encontrar o valor dey.
Escolhendo a equacao (1), temos:

x+y=7

129

4+y=7
y=17
y=3

Portanto, o conjunto solucao do
sistema é: S = {(4, 3)}.

Esse resultado indica que os valores
de x e 'y que satisfazem,
simultaneamente, as duas equacdes
sao 4 e 3.

Note que os resultados utilizando o
método da adicao foram os mesmos
obtidos quando utilizamos o método
da substituicao. Como o sistema nao
mudou, a solucao é a mesma
independente do método escolhido.

No exemplo anterior foi simples
resolver pelo método da adig¢ao, pois
os coeficientes de y ja tinham valores
iguais com sinais opostos. Agora
veremos um exemplo em que isso
Nao ocorre.

Exemplo 05. Encontre a solu¢ao do
sistema de equacgoes abaixo,
utilizando o método da adigao.

=16
2

2x +5
3x + 2

Solucdgo:

Primeiramente, vamos enumerar as
equacdes para facilitar a resolugao do
problema:

2x 4+ 5y =16 (1)
3x+2y=2 (2)
Vamos aplicar os passos para

encontrarmos a solucao do sistema.
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Passo 1. Diferente do exemplo
anterior, nenhuma das variaveis
possuem Vvalores iguais com sinais
opostos. Sendo assim, seria inutil
somar imediatamente as equacgodes.
Entretanto, podemos manipular as
equacdes, de modo a obter termos
opostos.

Se observamos as duas equacoes,
vemos que o MMC entre 5 e 2
(coeficientes de y nas duas equacgodes)
é 10. Entao, podemos multiplicar a
equacao (1) por 2 e a equacgao (2) por -
5

(2x+5
(Bx + 2

=16).(2)
=2) .(=5)

4x + 10
-15x — 10

32
—10

Veja que com essas manipulacodes,
conseguimos obter termos opostos
nas duas equacdes: 10y (na equacao
1) e -10y (na equacgao 2).

Agora €& sO seguir o mesmo
procedimento do exemplo 4 para
encontrar os valores de x e y.

Passo 2: Vamos realizar a operacao
de adicao entre as equacdes (1) e (2)
modificadas:

4x + 10y = 32
—15x — 10y = —-10
—11x+0 = 22
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Passo 3. Resolvendo a equacao
obtida no passo 2, encontramos o
valor de x:

— 11x = 22

Passo 4. Agora que temos o valor de
X, € sé substituirmos em uma das
equacdes para encontrar o valor dey.
Escolhendo a equacao (2), temos:

3x + 2y =2
3.(=2)+2y=2
-6+ 2y=2

2y =2+ 6

y=+4

Portanto, o conjunto solucdao para
esse sistema € S = {(-2, 4)}.

Exercicio proposto

03. Determine a solugao para o
sistema de equacgdes encontrado no
Exercicio proposto Ol1.

Tanto o método da substituicao
quanto o método da adi¢cao podem
ser utilizados para resolver qualquer
tipo de sistema de equacdes.
Entretanto, figue atento porque cada
um pode ser melhor para uma
determinada situacao. Entdo, na hora
de resolver, escolha o que for mais
conveniente e que resulte em uma
solugao mais simples.

Observacao: Para ambos os
meétodos, podemos simplificar as
equacdes antes de iniciar a resolugao,
como combinar termos semelhantes,
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remover parénteses ou fracdes. Veja
os exemplos a seguir:

Exemplo 06. Considere a seguinte
equacao:

2x —6 =5 — 3y

Podemos escrevé-la como uma
equacao equivalente mais simples:

2x +3y =5+6
2x + 3y =11
Exemplo 07. Considere a seguinte
equacao:
Sx+2y=5
e y=
Podemos escrevé-la como uma

equacao equivalente mais simples,
multiplicando toda a equagao por 4,
para eliminarmos a fragao:

4.2x + 4.2y = 4.5

5x + 8y = 20
Exercicio proposto

04. Resolva os sistemas de equacgdes
utilizando 0s dois métodos
(substituicdo e adicao) Depois
indigue qual o melhor método para
cada sistema. Dica:  Algumas
equagdes podem ser simplificadas
antes de iniciar a solu¢ao do sistema.

a)
xX—y=5
x+3y=9
b)
3x—2y=6
1.3
2" 727
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c)
2x +y=-3
x+y=-1
d)
X—y=
X+ 2y =3
e)
x =3y
x+2y=10
f)
dx+y=
2x—5y =9

Considere o seguinte sistema de
equacdes:

a,x +by =¢;

a,x + b,y =c,
Os sistemas de equagdes do primeiro
grau podem ser classificados, de

acordo a possibilidade e quantidade
de solucgdes, em:

1. Possivel e determinado
2. Possivel e indeterminado
3. Impossivel

Agora veremos com detalhes as
condi¢cdes de cada um dos sistemas.
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Possivel e determinado

Um sistema de equacbes é
classificado como possivel e
determinado guando pOossuUi

somente uma unica solugao.

O sistema de equagdes sera possivel
e determinado quando:

a b
_1¢b_1
4, 2

Em que a e b sdao os coeficientes das
equacodes.

Possivel e indeterminado

Um sistema de equagbes é
classificado como possivel e
indeterminado quando pOSSUi

infinitas solugodes.

A condicao para que se tenha um
sistema possivel e indeterminado é:

Em que a, b e ¢ sdo os coeficientes
das equacoes.

Impossivel

Um sistemma de equagbes é
classificado como impossivel quando
nao possui nenhuma solugao.

O sistema serd impossivel quando:

Em que a, b e ¢ sdo os coeficientes
das equacoes.

Exemplo 08. Considere o sistema
abaixo e classifigue-o em: possivel e
determinado, possivel e
indeterminado ou impossivel.
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dr +y =2
6r — 2y =3

Solucgéo:
Primeiro, vamos identificar os
coeficientes e depois calcular as

razoes entre eles:

a = 4,a2= 6, b1= 1, b2 =— 2,
c. =2ec. =3
1 2
L _4_ 2
a, 6 3
b1
b, 2
S_2
c, -3
a, b1 . B
Como —F5, O sistema e
2 2
classificado como possivel e

determinado.
Exercicios propostos

05. Analise os sistemas de equacdes
abaixo e classifique-os em possivel
determinado, possivel e
indeterminado ou impossivel.

a)
2x+3y =13
4x + 6y = 26
b)
2x+3y =13
4x + 6y =17
c)

x+3y=13
5x—-3y=1
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01. (Colégio Militar/RI - 2014) Um
trem viaja de uma cidade a outra
sempre com velocidade constante.
Quando a viagem é feita com 16
km/h a mais na velocidade, o tempo
gasto diminui em duas horas e meia,
e quando é feita com 5 km/h a
menos na velocidade, o tempo gasto
aumenta em uma hora. Qual é a
distancia entre estas cidades?

a) 1200 km
b) 1000 km
¢) 800 km
d) 1400 km
) 600 km

02. (EPCAR - 2012) Pitagoras e Tales
possuem hoje, cada um, certa
guantia em reais. Se Pitdgoras desse
para Tales 50 reais, eles ficariam com
a mesma guantia em reais cada um.
Porém se Tales desse parea Pitagoras

100 reais, Tales passaria a ter % da

guantia de Pitagoras.
Dessa forma, é correto afirmar que:

a) a quantia que os dois possuem
hoje, juntos, € menor que 600 reais.

b) Pitagoras possui hoje, 25 do que
Tales possui.

c) Tales possui hoje, mais que 220
reais.

d) a diferenca entre os valores que
eles possuem hoje € menor que 100
reais.

03. (CEFET - RJ - 2016) Uma garrafa
PET (politeftalato de etileno) com sua
tampa custa sessenta centavos.
Sabendo que a garrafa custa
cinguenta centavos a mais que a

133

tampa, custa

tampa?

quanto apenas a

a) R$ 0,05
b) R$ 0,15
c) R$ 0,25
d) R$ 0,35

04. (EPCAR - 2009) Se as 156 camas
de um dormitério forem distribuidas
em Xx fileiras horizontais iguais,
contendo y camas cada, sobrarao 6
camas. Se as mesmas 156 camas
forem distribuidas em (x + 5) fileiras
horizontais iguais, contendo (y - 1)
camas cada, ainda continuardao
sobrando 6 camas. Entdo, (X + y) é
igual a:

a) 31

b) 30
c) 29
d) 28

05. (EPCAR - 2010) Considere trés
ndmeros naturais a, b e ¢, nessa
ordem. A soma desses numeros €
888, a diferenca entre o primeiro e o
segundo é igual ao terceiro.

O terceiro deles excede o segundo
em 198, O valor da diferenca entre o
primeiro e o terceiro € tal que excede
90 em:

a) 23
b) 33
c) 43

d) 53
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06. (ENEM - 2015) Uma barraca de
tiro ao alvo de um parque de
diversbes dard um prémio de R$
20,00 ao participante, cada vez que
ele acertar o alvo. Por outro lado,
cada vez que ele errar o alvo, devera
pagar R$ 10,00. Nao ha cobranca
inicial para participar do jogo. Um
participante deu 80 tiros, e, ao final,
recebeu R$ 100,00. Qual foi o niUmero
de vezes que esse participante
acertou o alvo?

a) 30
b) 36
c) 50
d) 60
e) 64

07. (UERJ - 2015) Observe a imagem:

[/ YN N
MAC. MELAD
RS 5.00 R$ 5,00
& tote da b .ﬁ' ] a unidade
™,
f- ¥
BANANALY /e
RS 3,00
a duzia
n // / ¥ v 1 A‘_ LISTS i )
———————— o A
T e /]
S
oz |
Adaptado de mundinhoinfantil. blogspot.com.br.
De acordo com os dados do

quadrinho, a personagem gastou R$
67,00 na compra de x lotes de macga,
y meldes e quatro duzias de bananas,
em um total de 89 unidades de
frutas. Desse total, o numero de
unidades de macgas comprado foi
igual a:
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a) 24
b) 30
c) 36
d) 42

08. (ENEM - 2000) Uma companhia
de seguros levantou dados sobre os
carros de determinada cidade e
constatou que sao roubados, em
média, 150 carros por ano. O ndmero
de carros roubados da marca X € o
dobro do numero de carros roubados
da marca Y, e as marcas X e Y juntas
respondem por cerca de 60% dos
carros roubados. O numero esperado
de carros roubados da marca VY é:

a) 20
b) 30
c) 40
d) 50
e) 60

09. (EsPCEx -
sistema linear:

2x+y =25
ax +2y=0>,

2010) Considere o

Para que esse sistema seja possivel e
determinado, o valorde a + b é:

a)-1
b) 4
c)9

d) 14
e)19
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10. (EPCAR - 2018) Gabriel, depois de
uma longa temporada de dedicagao
aos estudos, foi descansar na casa de
seus avos, no interior. L4 chegando,
percebeu gue muitas coisas de sua
infancia ainda permaneciam
intocaveis. Exemplo disso foi a
“venda” de seu avd.. uma verdadeira
bagunca!

na organizacao da
“venda”, Gabriel aplicou
conhecimentos de matematica
basica. Assim, ele pegou os quatro
sacos de café que ficavam a frente do

Para ajudar

balcdo, pesou-os (em kg) e
etiguetou-os conforme ilustra a
Figura 1.
2%-7 Ex+1T TX l Gx-zi
{h {1 (1) (V)

Figura (1) — Peso, em kg, dos sacos de café.

Em seguida, com o total de peso que
obteve, retirou ou colocou, em kg,
café em cada saco, e anotou numa
folha de papel como mostra a Figura
2.

G Mo saco (Il () m
: Mo saco (), (=) 2y -3
,- Mo saca (I): (=) n
©  Nosaco(lVi{=)y+2

r
Figura (2) — Anotagcdo de troca de peso, em kg, entre 0s
sacos de café.

Na Figura 2, o simbolo de (+) indica
que aquele saco recebeu alguns
guilogramas de café, descrito logo a
frente do simbolo, bem como o de (-)
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indica que dele foram retirados
alguns quilogramas de café, também
descrito logo a frente do simbolo.

Para nao perder as contas, Gabriel
anotou, também, que:

- 0 produto da quantidade retirada
do saco Il pela quantidade retirada
dosaco |V é igual a 165.

- depois de acrescentar ou retirar café
Nnos sacos, todos passaram a ter a
mesma quantidade em kg.

Dessa forma, sendo {x, y, m, n} c X *,
é correto afirmar que:

a) a maior quantidade que foi
retirada de um dos sacos de café foi
superior a 30 kg.

b) na Figura (1), a diferenca de peso
entre os sacos lll e | era de 82 kg.

C)x+y=m

d) == > 2

GABARITO

WOWO>W>>P>>
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As expressdes e equacdes matematicas sao divididas segundo alguns critérios,
como o conjunto de numeros que abrangem, o grau do expoente, dentre outros.
Nos capitulos anteriores, aprendemos sobre as equacdes racionais, que sao
aguelas em que a incognita esta no denominador de uma fragao. Agora, veremos
sobre as equacdes irracionais, que sao aguelas em que a variavel estda no
radicando de uma raiz. Neste capitulo, iremos aprender como resolver as

equacodes

irracionais e todos os parametros que devem ser levados em

consideracao na hora de solucionar os problemas.

Antes de definir o que é uma
equacao irracional, vamos relembrar
a definicado de potenciacdo e
radiciagao.

A potenciacao € definida como a
operagao matematica que
representa  a multiplicacdo de
diversos fatores iguais. Enquanto, a
radiciacdo € a operagao inversa da
potenciacdo, ou seja, a radiciagcao
busca um numero que satisfaca
determinada poténcia.

A radiciacao pode ser escrita, de um
modo geral, como:

Indice\\/_/Radicando
n a —

pd
Radical

Emqquenéoindice(ne Nen = 1),a

é o radicando, b é a raiz e \/ é
chamado de radical.

Uma equacao irracional € aquela em
gque a incognita aparece no
radicando, ou seja, o “x" esta dentro
de uma raiz. Veja alguns exemplos de

equacodes irracionais:
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Exemplo 01.+/x = y
Exemplo 02./x + x = 180

Exemplo 03.\3x — 1+ 5 = 10

Exemplo 04.@ =17

Exemplo 05.3x + 1 ++/x — 1 =6

Note que a equacgao irracional pode
ter qualquer indice no radical, como
raiz cubica (n = 3), raiz quarta (n = 4)
e assim sucessivamente. Entretanto,
a mais comum € a raiz quadrada
(n = 2).

Além disso, é valido ressaltar que
outras operacdes matematicas
podem ocorrer dentro da raiz, como
mostra os Exemplos 3 e 4.

Como temos visto nos outros
capitulos, resolver uma equagao
significa encontrar o valor da
incognita de modo que satisfaca a

condi¢ao de igualdade.

Entdo, para desenvolver uma
equacao irracional, precisamos
eliminar o radical dos calculos, caso
contrario, nao conseguiremos
encontrar uma solucao.
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Para isso, de uma forma geral,
isolamos o radical e utilizamos a
potenciacdo, uma vez que sao

operacdes inversas. Quando fazemos
isso, transformamos uma equacao
irracional em racional, sendo possivel
resolvé-las.

Note que € importante que vocé
tenha em mente as propriedades da
potenciacao e da radiciagao, vistas no
Capitulo Potenciacao e Radiciacao,
pra um melhor entendimento desse
conteudo.

Agora, veremos alguns passos que
podem ser seguidos para resolver
uma equacao irracional.

Passo 1. Isolar o radical em um dos
membros da equacgao.

Passo 2. Aplicar a propriedade do
inverso da raiz, que é elevar os dois
membros da equagcao a um expoente
adequado, de modo que elimine o
radical. Observe que devemos elevar
ambos os membros da equagao para
manter a igualdade valida (Principio
de Equivaléncia).

Passo 3. Se ainda restar um ou mais

radicais, repete-se oS passos
anteriores até ndo restar mais
nenhum radical.

Passo 4. Resolver a expressao

resultante e encontrar o valor da
incégnita.

Passo 5. Verificar se as solugdes
encontradas sao verdadeiras. Para
isso, substituimos o valor encontrado
na equacao original e comprovamos
se os valores sao iguais. Esse passo é
muito importante e nao devemos
esquecer de realiza-lo, pois ele é
guem define as solu¢cdes da equacao.
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Condicao de existéncia de
radicais

Para que um numero negativo esteja
no radicando de uma raiz enésima, o
valor do indice n tem que ser um
ndmero impar; assim, a raiz pertence
ao conjunto dos nUmeros reais.

Se o valor do indice n € um ndmero
par, os valores do radicando devem
ser, obrigatoriamente, positivos. Caso
contrario, nao teriamos raizes reais
para este caso.

Veja:

a) indice impar:

J=32 =— 2 (- 2)° = 32

b) indice par:

J-81 = ¢ R
Bl =3 3)' =81

Vejamos alguns exemplos de como
resolver as equacdes irracionais para

um melhor entendimento do
conteudo.

Exemplo 06. (UTFPR/Adaptada -
2012) Qual o valor de x para a

seguinte equacao irracional:

AV9x — 14 = 2
Solugdo:

Como trata-se de uma equagao

irracional, o primeiro passo para
resolvé-la seria transforma-la em
uma equacao racional. Para isso,
temos que eliminar o radical da

expressao.

O radical ja esta isolado em um dos
lados da igualdade. Entao, o proximo
passo seria elevar os dois membros
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da equagdo a um expoente

adequado.

Para que se consiga eliminar a raiz, o
expoente utilizado tem que ter o
mesmo valor que o indice da raiz
pois, pela propriedade de radiciacao:

G = x

Assim:

(fox — 12) = 2°

Nao podemos esquecer de elevar ao
expoente os dois lados da igualdade,
senao Nnao manteriamos a
equivaléncia da equacgao.

Agora, podemos eliminar o radical,
transformando-a em uma equacgao
racional e, portanto, sendo mais
simples de resolver:

9x — 14 = 4
9 = 4 + 14
9x = 18
x=2 =2

Depois que encontramos o valor da
incognita, temos que substitui-la na
expressao original para verificar se é
verdadeira:

Vox — 14 =
9.2 — 14
18 — 14

V4 =2

2=72

2
2
=2

Portanto, x =2 €& solugao da

equacao.
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Exemplo 07. Encontre o valor de x
para na equagao irracional:

Bx—1 =3
Solucgdgo:

Novamente, temos que eliminar o
radical da expressdo. Como o indice
do radical € 3, vamos elevar os dois
membros da equagao a a 3.

(Bx—1) =3

Agora, podemos eliminar o radical,
transformando-a em uma equagao
racional e, portanto, sendo mais
simples de resolver:

3x —1=27
3x =27+ 1

3x = 28

x_28
-3

Depois que encontramos o valor da
incégnita, temos que substitui-la na
expressao original para verificar se é
verdadeira:

3x —1 =3
3.2 -1=3
J28 — 1 = 3
V27 =3
3=3
Portanto, x =3 €& solugao da

equacgao.

Exemplo 08. Determine os valores
reais de x para os quais se tem:

\xt = 12x + 36 — 7 = 0
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Solucdo:

Novamente, temos uma equacgdo
irracional. Neste caso, antes de elevar
0s membros a um expoente, vamos

isolar o radical de um lado da
igualdade, para simplificar os
calculos:

Vb — 12x + 36 = 7

Elevando os dois lados ao quadrado,
conseguimos eliminar o radical:

2
(\/x2 — 12x + 36) =7

x° — 12x + 36 = 49
x°— 12x + 36 — 49 = 0
2
x —12x — 13 =0

Note que temos uma equacgao do 2°
grau, entdo teremos dois valores
possiveis de x. Vamos resolvé-la, pelo
meétodo de Bhaskara, para encontrar
esses valores:

Sendo a =1,
entao:

b=-12 e c¢=-13,

A= b2 — 4ac
A = (- 12)° - 4() (- 13)

A =144 + 52 = 196

Assim:
b+
X = £
2a
_ —(=12) £+/196
=720
_ 12414 _
X == =13
12 —-14
X, =" =1
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Substituindo os valores de x € x, na

expressao original:

Para x, = 13:

V13* - 1213 36 =7 =0

169 — 156 + 36 — 7 = 0
V49 —7 =0
7 -7=0
0=0

Para X, == 1:

V=12 =12.(=1) +36 =7 =0
V1+12+36 -7=0
V49 —7 =0
7 -7=0
0=0

Portanto, x =13 e x=—1 sao

solucdes da equacao irracional.

Exemplo 09. Calcule o valor de x,
pertencente aos reais, sabendo que:

V13 +12 —x —4 =0

Solugdo:

Novamente, temos uma equagado
irracional. Neste caso, antes de elevar
0s membros a um expoente, vamos

isolar o radical de um lado da
igualdade, para simplificar os
calculos:

VI3 ++/12 — x =4

Elevando os dois lados ao quadrado,
conseguimos eliminar o radical:
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(3+2-x) =4

13 ++12 — x =16
- 13

V12 — x = 16
V12 — x =

Mesmo elevando os membros ao
guadrado, ainda temos um radical
presente na expressao. Portanto,
vamos repetir o procedimento, ou
seja, vamos elevar os dois lados da
igualdade mais uma vez ao
guadrado, de modo a extrair esse
radical:

3

Substituindo os valores encontrado
na expressao original:

V13 +4/12 -3 —4=0
13+/9 —4=0

V13 +3 —4=0

Portanto, x =3 ¢é da

equacao.

solucao

Exemplo 10. Determine a solugao da
equagao irracional a seguir, com x
pertencente aos reais:

2+\2x —1=x
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Solugdo:
Novamente, temos uma equacao
irracional. O primeiro passo € isolar o
radical em um dos lados da
igualdade:

V2x —1=x—2

Elevando os dois lados ao quadrado,
conseguimos eliminar o radical:

2 2
(V2x — 1) = (x - 2)
26— 1=()—4x + 4
Note que temos uma equagao do 2°

grau. Vamos agrupar os termos e
resolvé-la:

x2—4x+4—2x+1=0
2
x —6x+5=0
Sendoa =1,b =— 6ec = 5, entdo:
A=b2—4ac
2
A=(=6) —41)()

A =136+ 20 =16

Assim:
_ —b+AA
X = 2a
x = —(=6) +-/16
- 2 (1)
6+4
X =—F= 5
6—4
X,=——= 1

Substituindo os valores de x, €x, Na
expressao original:

Para x, = 5:

2++2.5—-1=5
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24+/10-1=5
2++9=5
2+3=5
5=5

Para x, = 1:

2++21-1=1

24+2-1=1
2+1=1

3 # 1 (naovalida)

Portanto, apenas x = 5 é solucao da
equacao irracional.

Exercicios Propostos

01. Analise as equacdes a seguir:
L3+ x=5

3 -2=x"+4

M.ABx —2+x=0

A equacgao que pode ser classificada
como irracional é:

a) Somente a equacao .

b) Somente a equacao Il.

c) Somente a equacao lll.
d) Nenhuma das equacgdes.

02. Resolva a equacao irracional no
conjunto dos nUmeros reais:

2x —3—-+x—11=0

03. Encontre as possiveis solugdes da
equagao abaixo, com x € R:

3 2
x +3x—-—1+5=28
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04. Dado m >0, a

\x + m = x —+/m admite:

a) unicamente a raiz nula.

equacgao

b) uma raiz real e positiva.
€) uma unica real e negativa.
d) duas raizes reais, sendo uma nula.

e) duas raizes e simétricas.
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01. (EPCAR - 2024) Se p é a raiz da

equacgao irracional \xk + 5x = 14 — 2x

, entdao p pode ser o lado de um
triangulo cujos outros lados medem:

a)3,5e4.
b)5eo9.

c)7e25.
d) 13 e 8,5.

02. (Colégio Naval - 2014) A solucao
real da equacédo x + 4 +x —1=75
é:

a) multiplo de 3.

b) par e maior do que 17.
c) impar e nao primo.

d) um divisor de 130.

€) uma poténcia de 2.

03. (PUC/RJ - 2008) O numero de

solucdes da equacao x =+/(6 — x),
comx > 0, éigual a:

a)o
b) 1
c)2
d)3
e) 4
04. (EPCAR - 2013) A equagao

2 .
x=Y3x +a + 3a,emquexéa

incognita e a € R tal que a <— 3,
possui conjunto solugao S, S ¢ R.

Sobre S
proposicoes:

tem-se as seguintes
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1) Possui exatamente dois elementos.
I1) N3o possui elemento menor que 2.
Ill) Possui elemento maior que 3.

Sobre as proposi¢cdes acima, sao

verdadeiras:

a) apenaslell.

b) apenas i e lll.

c) apenas ll e lll.

d) I, llell

05. (UFV - 2000) Sobre a equacgao

. . 2 .,
irracional Vx +1=x—-1, é

CORRETO afirmar que:

a) Ndo possui raizes reais.

b) Possui apenas uma raiz real.

¢) Possui duas raizes reais distintas.

d) E equivalente a uma equacao do
2° grau.

e) E equivalente a uma equacdo do 1°
grau.

06. (UTFPR - 2007) Adriana e
Gustavo estdo participando de uma
gincana na cidade de Curitiba e
receberam a seguinte tarefa:

Trazer a fotografia da construcao
localizada na rua XV de Novembro,
numero N, tal que:

a e b sao as raizes da equagao

irracional:\/Zx2 + 3x+5=x+ 3;

2 2 2 2
N =@ +b°+13) + (a+ b’ — 10

a) 1515
b) 1296
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c) 971
d) 775
e) 535

07. (Colégio Naval - 2011) Qual a
solucao, no conjunto dos numeros
reais, da equacao:

1—x

2 X
a)x =—
b) x =—1
c)x=1
d) x =— 1ou x=%
e)x=—%

08. (Colégio Naval - 2016) O conjunto
solucao da equacgao

x+1 =\/x2+\/4x2+4x+ 1 em 9

conjunto dos numeros reais, é:

a)R
b) [- 1,0
)R — [~ Lo
d) [0, oof

1

e) [— 5 o[

09. (OBMEP - 2012) Quantas vezes

17 deve aparecer do
radicando na igualdade:

dentro

V1724172 4 o +178= 172+ 172 + 17
para que ela seja verdadeira:

a)o

b) 51

c) 289
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d) 861

e) 2601

10. (EPCAR - 2015) Considere p € %t_ e

aequacdo Jx —p—\p+2x —p=0

na variavel x.

Sobre o conjunto solugcao dessa
equacgao, pode-se afirmar que:

a) possui Unico elemento

positivo.

um

b) ndo possui elemento.
¢) possui dois elementos positivos.

d) possui dois elementos de sinais
opostos.

GABARITO

cbLoNaourUNCS
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O estudo sobre teoria dos conjuntos € atribuido ao russo George Ferdinand
Cantor (1845 —1918). Os conjuntos representam a reunido de diversos objetos com
caracteristicas comuns. E importante compreender a teoria dos conjuntos, pois
ela é fundamental para a resolucao de diversos problemas da matematica.

Antes de iniciarmos os estudos sobre
a teoria dos conjuntos, iremos definir
alguns conceitos basicos para o
completo entendimento do assunto.

Conjunto

Um conjunto pode ser definido como
um  agrupamento, colecao ou
sistema, contendo nenhum, um ou
mais elementos. A representacao de
um conjunto é feita por uma letra
maiuscula do alfabeto.

Vejamos alguns exemplos de
conjuntos:

1. Conjunto de nUmeros primos;

2. Conjunto de numeros impares

positivos;
3. Conjuntos das vogais;

4. Conjunto dos biomas brasileiro.
Elemento

E definido como cada membro ou
componente que pertencem ao
conjunto.

Veja os exemplos:

1. 2, 3,5 7 T, 13 sao alguns dos
elementos do conjunto dos numeros
primos.
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2.1,3,5,7,9s30 alguns dos elementos
do conjunto dos numeros impares
positivos.

3.3, e i, 0, Usado os elementos do
conjunto das vogais.

4 Cerrado é um  elemento
pertencente ao conjunto dos biomas
brasileiro.

Relacao de Pertinéncia

A relacdo de pertinéncia esta
associada ao elemento que faz parte
de um conjunto, ou seja, indica se o

elemento pertence (€) ou nao
pertence (¢) a um determinado
conjunto.

De forma geral, seja A um conjunto e
x um elemento. Se x € um membro
do conjunto 4, escrevemos:

x €A

" 4

Lé-se: “x pertence a A" ou “x é

elemento de A4”".

Entretanto, se x ndo é um elemento
do conjunto 4, escrevemos:

x & A

Lé-se “x nao pertence a A" ou “x ndo é
elemento de A”.

Por exemplo, o nUmero 2 pertence ao
conjunto dos nudmeros primos,
engquanto o numero 4 nao pertence a
este conjunto.
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A representacao de um conjunto
pode ser feita de trés maneiras
distintas: extensao, graficamente e
compreensao.

Extensao

Na representacao por extensao é feita
a descricao elemento a elemento, ou
seja, os elementos de um conjunto
sdo listados um a um entre chaves ({
}) e separados por virgulas.

Exemplo 01. Conjunto das vogais:
V=A{ab,cd e}

Note que o nome do conjunto é
sempre representado por letras
maiusculas.

Exemplo 02. Conjunto dos numeros
primos:

P=1{27375,7 11, 13, ..}

As reticéncias
conjunto é infinito.

indicam que o

Diagrama de Venn-Euler

QOutra maneira muito comum ¢é
representar um conjunto
graficamente, por meio de um

diagrama. Esse diagrama recebe o
nome de Diagrama de Venn ou
Diagrama de Venn- Euler.

Veja a representacao do conjunto das
vogais (V) e dos numeros primos (P)
pelo Diagrama de Venn-Euler:

\ 2 5 11
[ a )
« o i J 3 7/
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Compreensao

Nesse tipo de representacao é
indicada uma caracteristica comum a
todos os elementos do conjunto. Veja
os exemplos:

V = {x| x éumavogal}.

Lé-se “os elementos do conjunto V
sdo letras quaisquer “x" tais que esses
“x" sdao vogais. Isso significa que o
conjunto ¥V possui elementos,
representados por x, que sao vogais.

P = {y|y é um numero primo}.

Lé-se “os elementos do conjunto P
sao nUmeros quaisquer “y" tais que
esses “y" sao numeros primos. Isso
significa que o conjunto P possui
elementos, representados por y, que

sdao NnUmeros primos.

Exemplo 03. Represente o seguinte o
conjunto A na forma de
compreensao. Dado:

A=1{2375 7 11}

Solugdo:

Observando os numeros presentes
no conjunto A, notamos que eles
fazem parte dos numeros primos.
Entdo, uma possivel representacao
seria:

A = {x|xéumnimeroprimoel < x < 13}
Exercicios propostos

01. Observe o0s conjuntos abaixo e
assinale a alternativa correta:

A = {x | x éum miltiplo positivo de 4}.

B = {x|xéumnimeropare4 < x < 16}

a) 145 € 4

b)26 € AeB
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c)11 € B

d)12 € AeB

Conjunto Finito: ¢ o conjunto que
possui  um numero finito de
elementos.

Conjunto Infinito: é o conjunto que
possui infinitos elementos.

Conjunto Unitario: é o conjunto que
possui um unico elemento.

Conjunto Vazio: € o conjunto que
nao possui elementos. E
representado por { } ou por @.

Conjunto Universo: é o conjunto que
possui todos os elementos utilizados
em um certo contexto. E
representado pela letra U.

Dois conjuntos sdo iguais quando
possuem os mesmos elementos.

Considere dois conjuntos: A e B, eles
serao iguais (A = B) se todo elemento
de A pertence a B, e todo elemento
de B pertence a A.

Veja os exemplos a seguir.

Exemplo 04. Dados os conjuntos
A=1{1,2 3 4teB = {4, 3, 2, 1}, temos
que A = B.

Observagao: Para um conjunto, a
ordem de seus elementos nao é
importante, ou seja,

(1,2,3,4 =1{43,2 1} =1{3,2 4 1}

Exemplo 05. Dados os conjuntos

C ={x|xéinteiroe0 < x < 100} e
D =1{0,1, 2 3,.,100}, temos que
C = D.
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Dados dois conjuntos quaisquer, A e
B, se existe um elemento de A que
nao pertence a B ou um elemento de
B que nao pertence a 4, dizemos que
A e B sao diferentes. Escrevemos
como:

A # B.

Exemplo 06. Dados os conjuntos
A = {3,509, 11,13,15,17,19,21,23,.} e
B = {x | x é impar, positivo = 7}, temos
que 4 + B.

Considere dois conjuntos, A e B. O
conjunto 4 sera subconjunto de B, se,
e somente se, todo elemento de 4
também for elemento de B.

Neste caso, dizemos que A esta
contidoem B e é denotado por A € B

Ou entao, podemos dizer que B
contém A (B o A).

Graficamente, representamos por:

s N
/ ™~
// B \
|/
| |
‘\\ A /
\ /
\\ //
< P
\\- //

Se A nao é um subconjunto de B,
entdo A ndo estd contido em B e é
escrito como 4 ¢ B.

Exemplo 07. Dados os conjuntos
A ={1, 2} e B ={1, 2, 3, 4}, temos que
A c B. Utilizando o diagrama de
Venn, temos que:
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Exemplo 08 Dado o conjunto
D = {— 3}, temos que D ¢ N, ou seja, O
conjunto D nao estda contido no
conjunto dos nuUmeros naturais.
Graficamente, é representado como:

Observagdao 1. O conjunto vazio é
subconjunto de qualquer conjunto,
Ou seja, o conjunto vazio esta contido
em todos os conjuntos. Podemos
escrever como:

JcAVA

Lé-se: “o conjunto vazio esta contido
em A para todo e qualquer A".

Observagao 2. Se dois conjuntos, A e
B, sao iguais, implica que:

A=B& (Ac BeB c A),

Atencao: quando queremos
relacionar um elemento com um
conjunto, utilizamos o conceito de
pertence e nao pertence (€ e ¢).Ja se
gueremos relacionar conjunto com
conjunto, utilizamos o conceito de
contido e ndo-contido (c e ¢).
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Uniao de Conjuntos

Dado dois conjuntos A e B, a uniao
(ou reunido) desses dois conjuntos
resulta em um conjunto formado
pelos elementos que pertencem ao
conjunto A ou ao conjunto B.
Denotamos por:

AUB ={x|x € Aoux € B}

Isso significa que o conjunto A U B
(I&-se: “Areunido/unido B") é formado
pelos elementos que pertencem a
pelo menos um dos conjuntos (4 € B).

A reunidao de dois conjuntos é
representada pelo Diagrama de Venn
por:

AUB —

Exemplo 09. Considere os seguintes
conjuntos: A = {a, b} e B ={c, d}. A
unido dos dois conjuntos é:

AUB={a, b, c d}.

Graficamente:
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Exemplo 10. Sendo X = {a, ¢, d} e
Y = {b, d, e}, a unido dos conjuntos X
eYé

XUY={ab,cd e}

Note que o conjunto X possui 3
elementos e o conjunto Y também
possui 3 elementos. No entanto, a
reunidao desses dois conjuntos possui
5 elementos. Portanto, a reunido de
dois conjuntos nao é a soma dos
elementos de cada um deles, porque

temos que desconsiderar  os
elementos que estdao presentes,
simultaneamente, nos dois
conjuntos.

Interseccao de Conjuntos

Dado dois conjuntos A e B, a
interseccdo de A e B € o conjunto

formado pelos elementos que
pertencem ao conjunto A e ao
conjunto B, simultaneamente.

Representamos por:
ANB={x|x€ Ae x € B}

Isso significa que o conjunto A N B
(Ié-se: “Ainterseccao B") €& formado
pelos elementos que pertencem a a
A e, a0 mesmo tempo, pertencem a B

A interseccao de dois conjuntos €
representada pelo Diagrama de Venn
por:

Exemplo 1. Sendo A ={a, b, c} e
B = {c, d, e}, a interseccao € dada por:

AN B = {c}.
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Exemplo 12. Sendo X ={a, b} e
Y ={c d}, a interseccdo dos dois
conjuntos é: X NnY =@ Quando a
interseccao de dois conjuntos é o
conjunto vazio, dizemos que estes
conjuntos sao disjuntos.

No diagrama de Venn,
representamos como:
A B

./'

ANB=0

Exercicios propostos

02. Qual
conjuntos:

O conjunto unidao dos

A ={y|yéumnumeroprimoel < x < 10}
B=1{1,3,5 7.

03. Dados os seguintes conjuntos

A = {0, 2, 4}, B = {x | x épar} e

C =12 3, 4,5}, classifique as

sentencgas a seguir como verdadeiro
ou falso.

a)( )2€eB
b)( ){4, 5} €C
c)( )Bc A

d)( JAcB
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e)( ){234c@Au0
f)( ){z.33¢C
9)()2¢A4
Diferenca de conjuntos

A diferenca entre dois conjuntos
quaisquer, A e B, € o conjunto de
todos os elementos que pertencem
ao conjunto 4, mas nao pertencem
a0 conjunto B. Assim:

A—-—B={x|x€Ae x & B}

O complemento de um conjunto
contido no conjunto A é definido
como a diferenca entre os conjuntos
A e B. O complemento de um

. ., B P
conjunto é denotado como CA e é
representado por:

¢c’'=A-B={x|x€dexeB

Diferenca simétrica

A diferenca simétrica entre dois
conjuntos A e B é definida como o
conjunto de todos os elementos que
pertencem a reunido dos conjuntos 4
e B e nao pertencem a interseccao
dos conjuntos A e B.

AAB={x|x€A UBex&An B}

Exemplo 13: Dados os conjuntos
A={-2-10,12}, B=1{01,2} e

c=1{0-1- 2} obtenha oS
seguintes conjuntos:
B
a) CA
O conjunto complementar B em

relacdo a A € dado pela diferenca
entre Ae B:
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=2-1

O conjunto complementar € em
relacdo a A € dado pela diferenca
entredeC:

c ‘=

=A-C = {12

A

c) C,

O conjunto complementar A4 em
relacdo a B é dado pela diferenca
entre Be A:

O conjunto complementar A4 em
relacdo a € é dado pela diferenca
entre Ce A:

Exercicios propostos
04. Dados os conjuntos:
A={-3-10167}
B = {- 4,1,3,5,6,7}
C={-5-231235}

Represente-os no diagrama de Venn
e, em seguida, determine:

aJA N B
b)AuB
c)Cc - A

dBnAuUO0
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05. Assinale a alternativa que
representa corretamente a area
hachurada da Figura:
=7
a) Cu(AnB
b) ¢ — (AU B)
Cc) Cu(-B
d) ¢Cn (AU B)
06. Dados os conjuntos:
A=1{0—-1-2—-3,— 4},
B = {0,— 1}
C={-2-3—-4}
Obtenha os seguintes conjuntos:
B
a) ¢,
C
b) c,
A
c) CB
A
d) C.
Considere A, B e (€ conjuntos

guaisquer, @ o conjunto vazio e U o
conjunto universo. A seguir,
anunciaremos algumas propriedades
que poderao auxiliar na resolucao de
problemas envolvendo conjuntos.
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Propriedade 1. Fechamento

Quaisquer que sejam os conjuntos A
e B, a unido de 4 e B, assim como a
interseccdao de A e B ainda sao
conjuntos No universo.

Propriedade 2. Reflexiva

Qualquer que seja o conjunto A4,
tem-se que:

ANA=Ae AUA=A
Propriedade 3. Inclusao

Quaisquer que sejam 0s conjuntos A
e B, tem-se que:

AcAUB=Bc AUB
(AnB)c A=AnBCB
Propriedade 4. Inclusao relacionada

Quaisquer que sejam 0s conjuntos A
e B, tem-se que:

A c AequivaleaA UB =B
A c AequivaleaA N B = A
Propriedade 5. Associativa

Quaisquer gue sejam 0s conjuntos A4,
B e C, tem-se que:

(AUB)UC =AU (BUYC)
(ANB)NC=A4n(BnC
Propriedade 6. Comutativa

Quaisquer que sejam 0s conjuntos A
e B, tem-se que:

AUB=BUA

ANB=BnNnA
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Propriedade 7. Elemento neutro
para a uniao

O conjunto vazio € o elemento neutro
para a uniao de conjuntos, tal que
para todo conjunto 4, se tem:

AUu@d=A

Propriedade 8. Elemento “nulo”

para a intersecgao

A interseccao do conjunto vazio com
gualquer outro conjunto 4, fornece o
proéprio conjunto vazio:

AnN@d =0

Propriedade 9. Elemento neutro
para a interseccgao

O conjunto universo é o elemento
neutro para a interseccao de
conjuntos, tal que para todo conjunto
Asetem:

ANU=A
Propriedade 10. Distributiva

Quaisquer que sejam 0s conjuntos 4,
B e C, tem-se que:

AUBUC) =(AUB)N(AUOC)

ANBUC =(ANB)U(nNC0)

Considere dois conjuntos, A e B, que
possuem um numero finito de
elementos, como o da figura a seguir:
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Podemos estabelecer uma relagao
entre os seus respectivos nUmero de
elementos. Assim:

n(A U B) =n(4) + n(B) —n(4A nB)

Em que n(AUB) é o numero de
elementos resultante da uniao de A
com B, n(A) € o numero de elementos
do conjunto A4, n(B) € o numero de
elementos do conjuntoBen(4A N B) €

O nNnumero de elementos da
interseccao de de A com B.
Note que temos que subtrair os

elementos comuns (n(A N B)), caso
contrario seriam contados duas
vezes.

Se A e B sao conjuntos disjuntos, ou
seja, n(A N B) = ¢, entao
n(A U B) = n(4A) + n(B).

Observagao: podemos aumentar o
ndmero de conjuntos para trés ou
mais conjuntos, que relacao do
nimero de elementos continua
sendo valida. Sdo necessarias, apenas,
algumas manipulacdes. Veja:

AnBnC

n(Au BuUC) =n(4) + nB) + nC)

—n(ANB)—m(AnC) —nBnC
+nAnBnC

Exemplo 14. Em uma escola tem 415
alunos. Desses alunos, 221 estudam
inglés, 163 estudam francés e 52
estudam ambas as linguas. Quantos
alunos estudam inglés ou francés?
Quantos alunos nNdo estudam
nenhuma das duas linguas?
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Solucao:

Primeiro, vamos definir os conjuntos
presentes e o nUumero de elementos
de cada um deles:

U = {alunos da escola} e n(U) = 415,

E = {alunos que estudam inglés} e
n(E) = 221

F = {alunos que estudam francés} e
n(F) = 163

Pelo enunciado, o ndmero de alunos
gue estudam as duas linguas é 52, ou
seja, esse &€ numero de elementos
resultante da interseccao entre os
conjuntos E e F:

n(E N F) = 52

O numero de alunos gque estudam
inglés ou francés é dado pelo numero
de elementos resultante da uniao dos
conjuntos E e F. E isso pode ser
calculado pela expressao abaixo:

nEUF)=n(E) +n(F) —n(ENF)
n(E U F) =221 + 163 — 52
n(E U F) = 332

Se o numero de alunos que estudam
uma das linguas (ou inglés ou
francés) é 332, o numero de alunos
gue nao estudam nenhuma das duas
é:

n(U) — n(E U F) = 415 — 332
n(U) — n(E U F) = 83
Exercicios Propostos

07. Depois de n dias de férias, um
estudante faz algumas observacodes:

I - Choveu 7 vezes, de manha ou a
tarde.
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Il - Quando chove de manha, nao
chove a tarde.

Il - Houve 5 tardes sem chuva.
IV - Houve 6 manhas sem chuva.

A partir dessas informacdes, qual o
valor de n?

08. (UFPA/Adaptada) Um professor
de Matemaética, ao lecionar Teoria dos
Conjuntos em uma certa turma,
realizou uma pesquisa sobre as
preferéncias clubisticas de seus n
alunos, tendo chegado ao seguinte
resultado:

o 23 alunos  torcem
Paysandu Sport Club.

pelo

e 23 alunos torcem pelo Clube
do Remo.

e 15 alunos torcem pelo Clube de
Regatas Vasco da Gama.

e © alunos torcem
Paysandu e pelo Vasco.

pelo

e 5 alunos torcem pelo Vasco e
pelo Remo.

Se desigharmos por A o conjunto dos
torcedores do Paysandu, por B o
conjunto dos torcedores do Remo e
por C o conjunto dos torcedores do
Vasco, todos da referida turma, qual é
O numero de alunos dessa turma?
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01. (Escola Naval - 2017) Sendo
A = {{1}, {2}, {1, 2}}, pode-se afirmar M
que:

LA

a){1} ¢ A
b) {1} c A
c){1}n {2}z A F
d){2} € A

) {2} (®)
e){1}u {2} € A
02. (FATEC - 2019) Entre as pessoas
gue compareceram a festa de
inauguracao da FATEC Pompeia,
estavam alguns dos amigos de

Eduardo. Além disso, sabe-se que ()
nem todos os melhores amigos de

Eduardo  foram a festa de
inauguracgao.
Considere:
F: 0 conjunto de pessoas que foram a D)
festa de inauguracao.
E: 0 conjunto dos amigos de Eduardo.
M: o conjunto dos melhores amigos
de Eduardo.
Com base nessas informacodes, &)
assinale a alternativa que contém o
diagrama de Euler-Venn que

descreve corretamente a
entre os COﬂjUﬂtOS.

relacao
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03. (EPCAR - 2006) Para uma turma
de 80 alunos do CPCAr, foi aplicada
uma prova de matematica valendo
9,0 pontos distribuidos igualmente
em 3 questdes sobre:

| - Funcao
[l - Geometria

[l - Polinbmios
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Sabe-se que:

- apesar de 70% dos alunos
terem acertado a questao
sobre funcdo, apenas 1/10 da
turma conseguiu nota 9,0.

- 20 alunos acertaram as
qguestdes sobre funcao e
geometria.

- 22 alunos acertaram as

guestbes sobre geometria e
polindmios

- 18 alunos acertaram  as
questdes sobre funcao e
polinémios.

A turma estava completa nessa

avaliacao, ninguém tirou nota zero,
no critério de correcao nao houve
guestdes com acertos parciais € o
ndmero de acertos apenas em
geometria € o0 mesmo que o nudmero
de acertos apenas em polindmios.

Nessas condic¢oes:

a) o numero de alunos que so
acertaram a segunda questao € o
dobro do numero de alunos que
acertaram todas as questodes.

b) metade da turma soé acertou uma
questado.

¢) mais de 50% da turma errou a
terceira questao.

d) apenas 3 da turma atingiu a
meédia maior ou igual a 5.

04. (FGV-SP) Numa universidade
com N alunos, 80 estudam Fisica, 90
Biologia, 55 Quimica, 32 Biologia e
Fisica, 23 Quimica e Fisica, 16 Biologia
e Quimica e 8 estudam nas 3
faculdades. Sabendo-se que esta
Universidade mantém somente as 3
faculdades, quantos alunos estdao
matriculados na universidade?
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a) 304
b) 162
c) 146
d) 154
e) nd.a.

05. (EPCAR - 2020) Em um jogo de
videogame ha uma etapa em que o
personagem, para se livrar do ataque
de monstros, precisa subir pelo
menos 1 dos 20 andares de um
prédio, utilizando, necessariamente,
um elevador. O personagem
encontra-se no térreo e pode
escolher e acionar um dos 3
elevadores ali existentes. Todos eles
estdao em perfeito funcionamento e
sao programados de modo a parar
em andares diferentes, conforme
esgquema a seguir:

Programado para parar apenas

Elevtos nos andares de numeros
P pares
T multiplos de 3
(4 multiplos de 5
Analise cada proposicao abaixo

qguanto a ser V (verdadeira) ou F
(falsa), apenas para os andares de 1
ate 20.

()

Nao ha possibilidade de um

mesmo andar receber os trés
elevadores P, T e C.
( ) Em 6 andares desse prédio,

chegam, exatamente, 2 elevadores.

() Se em x andares desse prédio
chega apenas 1 elevador; entao, x &
menor que 7.

Sobre as proposi¢des, tem-se que:
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a) apenas
verdadeira.

uma informagao é

b) apenas duas
verdadeiras.

informacdes sao

c) todas sdo

verdadeiras.

as  afirmacdes

d) nenhuma afirmacao € verdadeira.

06. (AFA - 1998) Em um grupo de n
cadetes da Aerondutica, 17 nadam, 19

jogam  basquetebol, 21 jogam
voleibol, 5 nadam e jogam
basquetebol, 2 nadam e jogam
voleibol, 5 jogam basquetebol e

voleibol e 2 fazem os trés esportes.
Qual o valor de n, sabendo-se que
todos os cadetes desses grupos
praticam pelo menos um desses
esportes?

a) 31
b) 37
c) 47
d) 51

07. (CMRJ) Considere o conjunto
C ={1,2,3}. Para n pertencente a (,
sejam:

An={inR|2n—2<x<2nn}

Bn={xe R| —1<x<2n+1}
Podemos afirmar que:

a) A interseccao da unidao dos
conjuntos An com a unidao dos
conjuntos Bn é o intervalo ]O,7].

b) A unido de todos os conjuntos da
forma An n Bn é o intervalo ]1,6]

c) A interseccao de todos
conjuntos da forma An U Bn € vazia.

oS
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d) A unido da intersecgao dos
conjuntos An com a intersecc¢ao dos
conjuntos An é o intervalo ]2,4].

e) A interseccao da interseccao dos
conjuntos An com a interseccao dos
conjuntos Bn é o intervalo |1,7]

08. (UFJF - 2000) A parte hachurada
no diagrama que melhor representa
oconjuntoD =A - (Bn<(C)é:

a)

c)

A A \g

Na%Y,
A

d)

A:/’ \\.’B
&/
\_~C

09. (EPCAR - 2003) Em uma turma
de 31 alunos da CPCAR foi aplicada
uma prova de Matematica valendo 10
pontos, no dia em que 2 alunos
estavam ausentes. Na prova,
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constavam questdes subjetivas: a
primeira, sobre conjuntos, a segunda
sobre funcbdes e a terceira sobre
geometria plana. Sabe-se que dos
alunos presentes:

- nenhum tirou zero.

- 1N acertaram a segunda e a
terceira questao.

- 15 acertaram a questao sobre
conjuntos.

- 1 aluno acertou somente a
parte de geometria plana.

- 7 alunos acertaram apenas a
guestao sobre funcodes.

E correto afirmar que o ndmero de
alunos com grau maximo igual a 10
foi:

a) 4
b) 5
c)6
d)7

10. (ITA - 2000) Denotemos por n(X)
O numero de elementos de um
conjunto finito X. Sejam 4, B e C
conjuntos tais que n(A U B) =8,
n(A U B) = 8, n(AucC) =9,
n(BUC) =10,n(AUBUC) =1le

e nAnBnC) =2 Entao,
n(4) + n(B) + n(C) é igual a:

a)1l

b) 18
c) 14
d) 25

e)15
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Os conjuntos numeéricos representam a classe dos numeros, divididos em grupos
gue possuem as mesmas caracteristicas, e a partir deles podemos expressar
todos os conceitos matematicos. A ideia dos conjuntos numéricos segue uma
ordem de acordo com a histdéria da Matematica, ou seja, a medida que a
matematica avancou, foram surgindo varios conjuntos de numeros. Existem cinco
conjuntos que sao considerados fundamentais, pois sao 0os mais utilizados em
problemas matematicos, sao eles: Naturais, Inteiros, Racionais, Irracionais e Reais.
Neste capitulo veremos detalhes sobre cada um deles, os simbolos utilizados na
sua representacao e a relacao entre eles.

Os conjuntos numMeéricos sao grupos

de ndmeros que possuem
caracteristicas semelhantes.
Podemos dividir os conjuntos
numMeéricos em cinco  principais
conjuntos:

I) Conjunto dos numeros naturais.
1) Conjuntos dos numeros inteiros.
II) Conjuntos dos numeros racionais.

V) Conjuntos dos ndameros

irracionais.
V) Conjunto dos numeros reais.

Agora iremos ver cada um desses
conjuntos com detalhes e as suas
propriedades, além de entender
como eles se relacionam entre si.

O conjunto dos ndmeros naturais é
representado pela letra X e engloba
todos 0os nUmeros inteiros e positivos.

O conjunto dos ndmeros naturais é
representado por:

X=1{1,23 475, .}
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E um conjunto infinito, portanto, ndo

dd para representar todos os
ndmeros. Assim, utilizamos as
reticéncias. O conjunto também

pode ser representado da seguinte
forma:

R={x€eXR|x=>0}

Para representar o conjunto dos
numeros naturais nao -nulos, ou seja,
diferentes de zero, devemos colocar
um * ao lado do simbolo:

X *= {1, 2,3, 4,5, ..}

Observacgao: ¢ importante notar que
nos conjunto dos numeros naturais
estao definidas as operagbes de
adicao (+) e multiplicacao (x), ou
seja, essas operacdes sempre Vvao
resultar em um numero natural.
Entretanto, ndo ocorre para as de
subtracao (—) e de divisao (+). Veja o
exemplo abaixo:

Exemplo O1.

a)8 + 10 = 18, que é natural.
b)3 x 9 = 27,que é natural.
c)2 — 5 =- 3,que nao & natural.

d)l1 + 2 = 0,59ue nao é natural.
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O conjunto dos numeros inteiros é
uma ampliagcdo do conjunto dos
ndmeros naturais. Ele é formado pela
uniao dos nUmeros naturais com os
ndmeros negativos. E representado
pela letra Z.

O conjunto dos numeros inteiros é
representado por:

Z={.,—-3-2-10123 .}

O conjunto dos numeros inteiros é
um conjunto infinito nas duas
extremidades.

Note que, para cada numero ha o seu
oposto ou O seu simétrico, por
exemplo, 2 e -2.

Subconjuntos dos nimeros
inteiros

Temos alguns
importantes de Z:

subconjuntos

a) Conjunto dos inteiros positivos:

Z,=1{0,1,23, .}

b) Conjunto dos inteiros negativos:

Z ={0, -1, —2, —3,.}

¢) Conjunto dos inteiros nao-nulos:

Z={, -3 -2 —-1123 .}

d) Conjunto dos inteiros nao-nulos e
positivos:

Z ={1,23, .}

e) Conjunto dos inteiros nao-nulos e
negativos:

Z ={-1 -2 -3.}
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Observagao: o uso da simbologia de

X+/

para qualquer conjunto numMeérico.

_ou Xou até X, pode ser usada

Observacdao 2: No conjunto dos
nuameros inteiros as operagdes de
adicdo  (+), subtragao (=) e
multiplicacdo (x) estao definidas as,
OuU seja, essas operacdes sempre vao
resultar em um nudmero inteiro.
Entretanto, ndo ocorre para a divisao
(+). Veja o exemplo abaixo:

Exemplo 02.
a)(— 10) + 4 = — 6,que éinteiro.
b) (- 3) x (= 5) = 15, que € inteiro.

c)(— 3) + 2 =1,5que nao éinteiro.

O conjunto dos numeros racionais
surgiu da necessidade de descrever
partes de algo inteiro, ou seja, as
fragcoes.

O conjunto dos numeros racionais é
representado pela letra Q@ e reune
todos os elementos que podem ser
obtidos pela divisao de dois numeros
inteiros.

Representamos esse conjunto por:

4 1 1 1
{..., - T 0, vy 7’}

ou

Q:

Qz{%,an,bEN}
Os nUumeros racionais que podem ser
escritos na forma de fragcao sao:

1) Todos os numeros inteiros.

I) NUmeros decimais finitos, que sao
aqueles que possuem um numero
finito de casas decimais. Por exemplo:
11,2,32 e 4,45.
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) Dizimas periddicas, que sao
decimais infinitos, mas que repetem
a seqguéncia final de suas casas

decimais. Por exemplo: 0,5555...,

4,7589759....

Subconjuntos dos nimeros
racionais

Temos alguns subconjuntos

importantes de Q:

a) Conjunto dos racionais positivos:

Q:

1 7
. {0, - 2 5 o}

b) Conjunto dos racionais negativos:

7

1
{s— vk 2, — - 0}

¢) Conjunto dos racionais nao-nulos:

* 7

Q={w—7

1 1
T AT %

7

T3
d) Conjunto dos racionais nao-nulos e
positivos:

1 7

Q, =1{72 = .}

e) Conjunto dos racionais ndao-nulos e
negativos:

No conjunto dos nUmeros racionais
as operagdes de adicao (+), subtracao
(), multiplicacao (x) e divisao (%)
estao bem definidas, ou seja, sempre
vao resultar em um numero racional.

Exemplo 03.
1 3 17 p .

a) - + 5 =5, que éracional.
2 .4 _ 3 4 i

b) - + 5 =, que éracional.
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O conjunto dos numeros irracionais é
composto por todos os humeros que
Nnao sao possiveis de se descrever
como uma fracdo. E o caso das raizes

nao exatas, como /2, 1/3 e do nimero
m, € é representado pela letra I

7
[ = (== -2 =)

Ao contrario dos outros conjuntos
numericos, o conjunto dos numeros
irracionais nao possuem
subconjuntos.

Note que, todos 0os numeros que
pertencem aos irracionais, nNao
pertencem ao conjunto dos racionais.
Dessa forma, ou um numero é
racional ou é irracional, ndo existe a
possibilidade  de um  numero
pertencer a esses dois conjuntos
simultaneamente.

O conjunto dos numeros reais €
formado por todos os conjuntos
numeéricos citados anteriormente.

Ele é representado pela letra R e é
definido como a unidao entre o
conjunto dos numeros racionais € o
conjunto dos nUmeros irracionais.

Matematicamente, pode ser escrito
como:

R=QulI={Q+1D

Observagao:. O conjunto  dos
ndmeros reais é formado por todos
os numeros que podem  ser

localizados em uma reta numérica
(reta dos reais):



¥R CASDinho

Matematica EPCAR

a) Conjunto dos reais positivos:

§R+={xEER|x20}

b) Conjunto dos reais negativos:

R ={xeR|x=<0}
¢) Conjunto dos reais nao-nulos:

ER*={xeiR|x¢0}

d) Conjunto dos reais nao-nulos e
positivos:

R, ={xeR|x>0

e) Conjunto dos reais nao-nulos e
negativos:

§R+={x€‘ﬁlx20}

No conjunto dos numeros racionais
as operagdes de adicao (+), subtragao
(=), multiplicacdao (x) e divisao (=)
estdo bem definidas, ou seja, sempre
vao resultar em um numero real.

Exemplo 04.

a)\2 + 1 éreal.

b)2 + m éreal
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Alguns conjuntos numeéricos sao
subconjuntos de outros:

1) O conjunto dos numeros naturais (X
) € subconjunto do conjunto dos
ndmeros inteiros (Z).

I1) O conjunto dos numeros inteiros (Z
) & subconjunto do conjunto dos
numeros racionais (Q).

) O conjunto dos nUmeros racionais
(Q) é subconjunto do conjunto dos
ndmeros reais (R).

IV) O conjunto dos numeros naturais
(X), inteiros (Z), racionais (Q) e
irracionais (I) sao subconjuntos do
conjunto dos numeros reais (R).

Também podemos fazer a leitura
contraria dessas relacdes, como foi
visto no Capitulo Nog¢bes de
Conjuntos. Por exemplo, podemos
dizer que o conjunto dos numeros
inteiros contém o conjuntos dos
ndmeros naturais (N c Z) e, assim,
sucessivamente:

NcZcQcRelcRcomQUuUl=0Q.

Para ficar mais claro essas relacoes,
veja a representacao pelo diagrama
de Venn:

R

o (D
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Uma maneira de representar
conjuntos numeéricos € por meio dos
intervalos numeéricos. Entretanto, s6 é
possivel representar intervalos
numeéricos para 0s conjuntos e
subconjuntos do conjunto dos
numeros reais.

A representacao por intervalos indica
gue o conjunto possui cada ndmero
real entre dois extremos indicados,
numericamente ou
geometricamente.

Os intervalos podem ser abertos ou
fechados:

- Intervalo aberto. é quando seus
extremos nao estao incluidos. Para
representa-lo utilizamos o simbolo ][,
ou por um bolinha branca, indicando
gue o elemento nado esta incluido:

——O—)—
a b

- Intervalo fechado: é quando seus
extremos sao incluidos. Para
representa-lo utilizamos o simbolo [],
ou por um bolinha preta, indicando
gue o elemento estd incluido:

—mmmmnnnnnn——— —
a b

Podemos ter quatro condi¢des de
intervalos diferentes, vejamos:

1) Intervalo com extremos abertos:
la,b] ={x € R |la < x < b}

Geometricamente,
cCoOMo:

——O—)—
a b

representamos
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2) Intervalo extremos

fechados:

com

[a,b] ={x € R |a < x < b}

Geometricamente,
como:

e o
a b

3) Intervalo aberto a direita e
fechado a esquerda:

representamos

[a,b] ={x € R |a < x < b}

Geometricamente,
CoOMo:

— ) —
a b

4) Intervalo aberto a esquerda e
fechado a direita:

representamos

[a,b] ={x € R |a< x < b}

Geometricamente,
como:

—O———) —
a b

Exercicios Propostos

representamos

01. Julgue as proposi¢cdes abaixo com
verdadeiro (V) ou falso (F):

Oe-3env OfF Flee
(INcz ()42 €Q
()NuZ =z ()0€R
(V(=3'ez ()z,nZ ={0}
()ZcR

(Jeni=g

()NcQ
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O1. (IFRS - 2016) Sobre os conjuntos
numéricos, assinale a alternativa
FALSA:

a) A interseccao de qualquer
conjunto com o conjunto dos
numeros inteiros esta contida dentro
do conjunto dos numeros racionais.

b) A unido de qualguer subconjunto
dos nuUmeros racionais com um
subconjunto dos nUmeros irracionais
estda contida no conjunto dos
numeros complexos.

c) A interseccdao de qualquer
subconjunto dos numeros irracionais
com o conjunto dos numeros
complexos esta contida no conjunto
dos nUmeros reais.

d) A unidao de qualquer subconjunto
dos numeros naturais com qualquer
subconjunto dos numeros reais esta
contida no conjunto dos numeros
racionais. certo

e) A interseccao de qualquer
subconjunto dos numeros racionais
com qualquer subconjunto dos
numeros irracionais é vazia.

02. (EEAR - 2020) Na figura estao
representados os numeros reais 0O, a,
bel

—_—
0 a b !

E FALSO afirmar que:

03. (EsPCEXx - 2000) E correto afirmar
que:

a) A soma e a diferenca de dois
ndmeros naturais é sempre um
numero natural.

b) O produto e o quociente de dois
ndmeros inteiros é sempre um
ndmero inteiro.

c) A soma de dois nUmeros racionais
€ sempre um numero racional.

d A soma de dois numeros
irracionais é sempre um nudmero
irracional.

e) O produto de dois numeros
irracionais é sempre um numero
irracional

04. (EPCAR - 1999) Seja x um
ndmero racional qualquer e y um
numero irracional qualguer. Analise
as proposicdes abaixo e marque a
alternativa correta:

1) (ﬁ. x) pode ser racional.
2, . .
Il) y* € sempre irracional
2 L. .
) y" nem sempre € irracional

V) \/} € sempre um nudmero real.
a)lelVv

b) Il e Il

c)lelll

d)ilelV

.05. (EPCAR - 2010) Considere os
conjuntos numeéricos X, Z, QeR e
analise as proposicdes abaixo,
classificando-as em verdadeira (V) ou
falsa (F):
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) SeA={xeX|x=6n+3,neN} e
={x € X |x =3nn€ X}, entao
N B = {x é multiplo de 3}

(()SeP=RNART=@RNZ)UQe
S=XU(Z_nQ,
PUTUS=2Z-2Z.

( ) Se y={7# para

n € X — {0,1}, entdo y é racional.

entao

Marque a alternativa que apresenta a
sequéncia correta

a) V-V-F
b) F-F-V
c) V-F-F
d) F-V-V

Dentre as
assinale a

06. (CMRJ - 2015)
afirmativas abaixo,
alternativa FALSA.

a) Seja a um numero real ndao nulo.

Entao, a'en

b) Para qualquer numero inteiro, a
raiz quadrada desse numero elevado
ao quadrado é igual ao proéprio
numero.

c) Para qualquer inteiro, o sucessor
do antecessor do numero é o proprio
namero.

d) A média aritmética simples de dois

inteiros negativos nao é
necessariamente um inteiro
negativo.

e) Todo numero real negativo possui
inverso.

07. (CN -1999) Dos numeros:
1) 0,4333...
1) O,101101MO0....

163

) <2

IV) O quociente entre o comprimento
e o didmetro de uma mesma
circunferéncia.

Sao racionais:

a) Todos

b) Nenhum

c) apenas 1deles
d) apenas 2 deles
e) apenas 3 deles

08. (UNIFOR/CE - 1999) Quantos
ndmeros inteiros pertencem ao

intervalo real [/ 8, 1/63]?
a) Trés

b) Quatro

c) Cinco

d) Seis

e) Sete

09. (EPCAR - 2015) Analise as
afirmativas seguintes e classifique
cada uma em (V) verdadeira ou (F)
falsa.

1
5-5-5°

l. Se A =——F, entao
5-5°
Ae{(R-Q nR-2)}
[. O valor da expressao
[g0,001)4‘1007]’ © 1)_4é 100%.
10° ’ '
. Sendo a € R:, uma forma

simplificada da expressao /%e a .
a

A sequéncia correta é:
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a) V-V-v
b) V-V-F
c) V-F-V
d) F-V-F

12. (AFA - 2013) Considere os
seguintes conjuntos NnUMeéricos
I =R - Q e considere também os
seguintes conjuntos:

A=®UD—-M®®n2
B=Q-(Z-X)
D=®uDhu (@ -N)

Das alternativas abaixo, a que
apresenta elementos que pertencem
aos conjuntos A, B e D, nesta ordem, é:

a)-3;05e~
b) \/20; 1/10e+/5
c)—+/10; —5e2

d)%§;3ez§i

GABARITO
1) D
2) C
3) C
4) C
5) B
6) B
7) C
8) C
9) B
10) D

164



¥R CASDinho

Matematica EPCAR

Na Matematica, as funcdes representam uma relacao entre duas grandezas
variaveis. Ha diversos tipos de funcdes e neste capitulo estudaremos as fungdes
de 1° grau, também conhecidas como func¢des afim. As fung¢des de 1° grau
possuem aplicagdes muito importantes em Fisica, por exemplo, no estudo do
movimento retilineo uniforme. Neste capitulo vamos aprender os métodos para
solucionar esse tipo de funcao e a associacdo de seus coeficientes a sua

representacao grafica.

Chama-se funcao do 1° grau, ou
funcao afim, toda relagcdo fde Rem R
definida por:

f(x) = ax + b

Em que a e b sao numeros reais
constantes, com a # 0. O a ¢é
chamado de coeficiente angular e o
b de coeficiente linear. Vejamos
alguns exemplos:

e f(x) = 5x — 2 é uma funcao
dol1°grau,coma=5eb=-2.

o gx) = —2x+ 7 éfuncao do
1°grau,coma=-2eb="7.

e h(x) = 12x € uma funcao do1°
grau,coma=12e b =0.

Observagao: Conceitualmente, a
funcdo do 1° grau aparece em
situacdées em que uma parte é fixa
(coeficiente linear) e a outra parte
varia (coeficiente angular) de forma
diretamente proporcional.

Dominio da funcao

A funcao do 1° grau é de dominio real,
OouU seja, 0 x pode ser qualquer
ndmero real e, a cada ndmero real x,
associamos um numero real na
formaax + b.
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Vamos resolver um exemplo, para
entendermos melhor esse conceito.

Exemplo 01. Na producao de pecgas,
uma industria tem um custo fixo de
R$ 8,00 mais um custo variavel de R$
0,50 por unidade produzida. Sendo x
o0 NnUumero de unidades produzidas:

a) Escreva a lei da funcao que fornece
o custo total de x pecas.

b) Calcule o preco de 100 pecas.
Solucdo:

a) Como vimos, a funcao do 1° grau €
definida por:

f(x) = ax + b

Em que ax representa a parte variavel
e b representa a parte fixa.

Pelo enunciado, nds temos que cada
peca produzida tem um custo fixo de
R$ 8,00, o qual estd relacionado com
o coeficiente linear da funcao (b), e
um custo varidavel de 0,50, que
representa o coeficiente angular (a).

Portanto, a lei da funcao que fornece
o custo total € dada por:

f(x) = 0,5x + 8

b) Para sabermos o preco de 100
pecas, basta substituirmos o x por
100, uma vez que x representa o
numero de pecas. Entao:
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£(100) = 0,5. 100 + 8
£(100) = 58

Portanto, o custo para produzir 100
pecas seria de R$ 58,00.

Exercicio Proposto

01. O motorista de um aplicativo
cobra, para cada corrida, uma taxa
fixa de R$ 5,00 e mais R$ 2,00 por
quilémetro rodado.

a) Determine a lei de funcao que
define o valor total arrecadado (R) em
funcao da quantidade de
quilémetros percorridos (x).

b) Um passageiro fez uma corrida de
20 km, quanto ele pagara pela
corrida?

c) Apdés um dia inteiro de trabalho, o
motorista teve a receita de R$ 805,00.
Quantos quilébmetros ele rodou nesse
dia?

Cada tipo de fungao apresenta uma
curva especifica para relacionar as
suas grandezas.

Os graficos das funcdes de 1° grau sao
uns dos mais simples que existem.

O grafico de uma funcao do 1° grau &
descrito por uma reta obliqua aos
eixos x e y, em que o coeficiente a da
reta esta relacionado a sua inclinacao
em relagcdo ao eixo x e o coeficiente b
da reta é a ordenada do ponto em
que a reta corta o eixo y.

Como os graficos das fungdes de 1°
grau sdo sempre representados por
uma reta, basta conhecermos apenas
dois pontos para tragar a curva.
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Para compreendermos melhor,
vamos construir o grafico da seguinte
funcao:

f(x) = x + 2.

Primeiramente, para desenhar o
grafico, precisamos encontrar dois
pontos. Para isso, podemos atribuir
valores de x e encontrar f(x) ou
vice-versa. Entao:

- Para x=0, temos f(x) = 2,
resultando no ponto (0, 2).
- Para x = -2, temos f(x) = 0,

resultando no ponto (— 2, 0).

Como o grafico da funcao do1° grau é
uma reta, marcamos esses dois
pontos no plano cartesiano e ligamos
os dois com uma reta. Veja:

X0,2)

(-2,0) /

Exercicios propostos

02. Construa o grafico, no plano
cartesiano, das seguintes funcgoes:

a) f(x) =
b) f(x) =

03. Um corpo se movimenta com
uma velocidade constante, segundo
a funcao s(t) =5t + 15em que s
indica a posicdo do corpo (em
metros) no instante t (em segundos).
Construa o grafico de s em funcao t.
Qual sera a posicao do corpo no

2x + 1

—x+6
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instante 10 segundos? E qual é o
instante em que o corpo se encontra
a 35 m da origem?

Zero da fun¢ao do 1° grau

A raiz ou zero de uma func¢ao de 1°
grau € o valor de x para qual a fungao
€ nula, ou seja, é o valor de x que
torna f(x) = 0. No grafico, a raiz da
funcao é representada pelo ponto em
que a reta corta o eixo X, como
mostra a figura abaixo.

Zero da
fungdo

\

o X

Algebricamente, determinamos a raiz
da funcao igualando-a a zero.

Considere a seguinte funcgao:
f(x) = ax + b,
Igualando a zero, temos:
0 =ax + b

Isolando o x, encontramos a raiz da
funcao:

Note que toda funcao na forma
f(x) =ax + b possui apenas uma
dnica raiz.

Exemplo 02. Determine o zero da
funcao: f(x) = — 6x + 12.
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Solugdo:

Como queremos encontrar o zero da
funcao, temos que iguala-la a zero:

—6x + 12=0

Agora, vamos identificar 0S

coeficientes da funcao:
a=—6eb=12.

Ja vimos que a raiz da funcao € dada
por:

Substituindo os valores de a e b,
encontramos o valor de x:

—12

Logo, temos que: f (— 2) = 0.
Exercicio proposto

04. Encontre a raiz das seguintes
funcodes:

a) f(x)
b) f(x) =

Determinando a funcao do
primeiro grau a partir do seu
grafico

3x — 6

— 2x + 10

Nos acabamos de aprender como
construir o grafico de uma fung¢ao do
1° grau, a partir da sua lei de fungao.
Entretanto, as vezes temos que fazer
O Oposto, ou seja, Nos temos apenas o
grafico e precisamos encontrar a
funcao que descreve aquele grafico. E
issoO que veremos agora, COMo
determinar a funcao do 1° grau a
partir do seu grafico.
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Para determinar uma  funcao,
primeiro temos que identificar os
valores dos coeficientes angular e
linear no grafico.

Vamos considerar o seguinte grafico,
que representa uma funcao de 1°
grau:

O coeficiente angular (a) esta
relacionado com a inclinagcao da reta
e o seu valor é encontrado pela
expressao:

Y,y

X —X
2 1

= —Alz
a Ax

E o coeficiente linear (b) €& obtido
pelo ponto de intersecgao com o eixo

y.
Vejamos o exemplo abaixo:

Exemplo 03. Um botanico mede o
crescimento de uma planta, em
centimetros, todos oS dias.
Ligando-se os pontos colocados por
ele em um grafico, resultou na figura
abaixo.

Altura
emcm

5 10 Tempo em dias
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Se for mantida sempre esta relagao
entre tempo e altura, qual a altura
gue a planta tera no 30° dia?

Para encontrarmos a altura no 30°
dia, primeiramente, temos que
determinar a lei da funcao que
descreve o grafico.

Como o grafico € uma reta, a funcao
que o representa é do 1° grau, do tipo
f(x) = ax + b.

De acordo com a figura, temos que
0s pares ordenados (x, y) sao: (5, 1) e
(10, 2).

Sendo assim, podemos determinar o
valor do coeficiente angular da reta
substituindo os valores na expressao:

_ Ay _ Y, 7Y, 2-1
@7 W™ TR T 1S
=1
a =3
Para determinarmos o valor do

coeficiente linear, podemos utilizar
dois métodos.

Método 1. Uma vez que encontramos
o valor de a, substituimos na funcao:

fx) = =x+b

Agora, podemos pegar os valores de
um dos pares ordenados e
substitui-los na expressdao acima para
encontrar o valor de b:

Para o par (5, 1), ou seja, f(x) = 1 e
x = b
1
1 = ?5 + b

b=20
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Note que se tivéssemos utilizado o
outro par ordenado (10, 2), o valor de
b seria o mesmo:

2:%.10+b=>b=0.

Método 2. O segundo método para
encontrar o valor de b seria identificar
em que ponto a reta toca o eixo y.
Pela figura do exemplo, a reta passa
pelo eixo y no ponto O, ou seja, b = 0.

Sendo assim, a lei da funcao é dada
por:

f) = x

Em que x é o tempo, em dias, e f(x) a
altura, em cm.

O enunciado pede a altura da planta
no 30° dia, ou seja, o valor de f(x)
guando x for 30.

Substituindo o valor de x na fungao
encontrada, temos:

f(30) = +. 30

f(30) = 6

Portanto, a altura da planta no 30° dia
sera de6cm.

Exercicio proposto

05. Uma barra de ferro com
temperatura inicial de 10°C foi
aquecida até 30°C. A figura mostra o
grafico que representa a variagao de
temperatura em funcao do tempo
gasto nessa experiéncia. Qual sera o
tempo, apds o inicio da experiéncia,
em que a temperatura da barra
atingiu 0°C?

Temperatura

(=c)

—————
L]
1
1
1
S5

Tempo (minutos)

169

A partir de agora, vamos estudar o
sinal da funcao de 1° grau, mas antes
precisamos discutir alguns conceitos,
como crescimento e decrescimento
de uma funcgao.

Funcao Crescente e
Decrescente

Vamos considerar a funcao:

f(x) = 3x — 1
Se aumentarmos o valor de x, os
valores correspondentes de f(x)

também aumentam. Veja:

£(x)

Neste caso, dizemos que a funcgao é
crescente.

Graficamente, a funcao crescente é
representada por uma reta inclinada
para cima.
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Agora, vamos considerar a funcao:

f(x) = —3x —1
Quando aumentamos o valor de x, o
valor  correspondente de f(x)
diminui:

f)| 5 | 2 | 4

Neste caso, dizemos que a funcao é
decrescente.

Ao contrario da funcao crescente, no
grafico de uma fungao decrescente
temos uma reta inclinada para baixo.

Acabamos de aprender que para
determinar se uma funcdao é
crescente ou decrescente, temos que
substituir os valores de x e observar
se f(x) aumenta ou diminui.
Entretanto, podemos fazer isso de
uma forma mais simples: analisando
o coeficiente angular da funcao.

Quando o coeficiente angular for
positivo (a > 0) a fungao é crescente e
quando o coeficiente angular for
negativo (@ < 0) a fungao sera
decrescente.

170

Exercicios Propostos

06. Construa o grafico das funcdes
abaixo, depois identifique se sao
fungdes crescentes ou decrescentes.

a)f(x) = x + 1

b)f(x) = —x + 1
c)f(x) =2 — x,sex < — 3,
fx) = x + 2,se3<x< -1,
fx) = —xse—1<x<?2e

f(x) =x — 2,sex = 2.

07. Determine a lei da funcdo cuja
reta passa pelos pontos A (-8, 0) e B
(O, 4). Essa funcao € crescente ou
decrescente?

Sinal da Funcao de 1° grau

Agora que ja vimos como identificar
se uma funcao é crescente ou
decrescente, vamos estudar o sinal
da funcao de 1° grau.

Estudar o sinal de uma funcao de 1°
grau significa determinar os valores
de x para os quais:

e f(x)é positivo (f(x) > 0),
o f(x)ézero(f(x) =0)e
e f(x)énegativo (f(x) < 0).

Vamos considerar a seguinte funcao:

f(x) =ax + b.
Noés vimos que f(x) sera zero na raiz
da funcao, ou seja, quando x = _Tb
Agora, temos mais dois casos
possiveis:
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1) Quando a fungao € crescente, ou
seja, quandoa > 0:

-f(x)>0:ax+b>0:>x>_7b

—f(x)<0:>ax+b<0:>x<_7b

Graficamente, o ponto em que a reta
corta o eixo da abscissa é a raiz da
funcdo. Para valores de x menores
gue a raiz, os pontos estao abaixo do
eixo das abscissas; e para valores de x
maiores que a raiz, os pontos
encontram-se acima do eixo das
abscissas.

b b f()()>0
X< a
W
flx)<0 -b x
@ "

Note que f(x) sera positivo para
valores de x maiores que a raiz e
negativo para valores de x menores
gue a raiz.

2) Quando a fungao € decrescente,
ou seja, quandoa < 0:

—f(x)>0=>ax+b>0=>x<_7b

—f(x)<0:ax+b<0:x>_7b

Graficamente, o ponto em que a reta
corta o eixo da abscissa é a raiz da
funcdo. Para valores de x menores
gue a raiz, os pontos estdo acima do
eixo das abscissas e para valores de x
maiores que a raiz, o0s pontos
encontram-se abaixo do eixo das
abscissas.

171

fix)>0

Note que f(x) sera positivo para
valores de x menores que a raiz e
negativo para valores de x maiores
gue a raiz.

Exemplo 04. Estude o sinal da
funcao: f(x) = 3x — 9.

Solucgdo:

Primeiro, vamos identificar os

coeficientes da funcao:
a=3eb=-9

Agora, vamos determinar a raiz da
funcao e, em seguida, desenhar o seu
grafico.

A raiz da funcgao é obtida igualando a
zero, ou seja, f(x) = 0:

3x — 9 =0
x:%:>x=3

Logo, temos o ponto (3, 0).

Para construir o grafico da funcao,
temos que obter mais um ponto:

Para x =0, temos. f(x)=
resultando no ponto (0, -9).

-9

Marcando esses dois pontos no plano
cartesiano e tracando a reta, o grafico
que representa a funcao
f(x) = 3x — 9 édado por:
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-91‘

Pelo grafico, podemos observar que a
funcao é crescente.

Agora vamos analisar o sinal da

funcao:

- para valores de x menores que 3,
vemos que f(x) < 0;

- para x igual a 3, a funcao é nula; e

- para valores de x maiores que 3,
temos que f(x) > O.

Veja:

ix) =_l] fix)>0

Agora vamos ver um método mais
simples para resolver esse problema,
sem a necessidade de construir o
grafico.

Para isso, inicialmente, temos que
identificar o coeficiente angular da
funcao, que no caso € igual a 3.
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Em seguida, vamos calcular a raiz da
funcdo. Como ja vimos, também sera
igual a 3.

Com os conhecimentos adquiridos
até agora, vamos montar uma tabela.

Na primeira coluna, eu devo colocar
os trés sinais que f(x) pode assumir,
ou seja, f(x) > 0, f(x) = 0ou f(x) < 0.
E na segunda coluna, é colocado os
valores de x relacionados com a raiz
da funcao. Note que os sinais de x ira
depender do coeficiente angular, ou
seja, se a funcao é crescente ou
decrescente.

Para a funcdao dada no exemplo, a
tabela ficaria assim:

f(x) =3x-9 a>o0
f(x)<O X<3
f(x) =0 X=3
f(x)>0 X>3

Dessa forma, a partir da tabela temos
que a funcgao é:

- Negativa para x < 3,
-Nulaparax=3,e
- Positiva para x > 3.

Observagao: Lembrando que a raiz
de uma funcao do 1° grau é —%,
podemos resumir as explicacdes
sobre os estudos da funcao de 1° grau

apresentadas acima em uma tabela
geral:



¥R CASDinho

Matematica EPCAR

f(x) = ax+b a<o a>0
fix) <O x>—% x<—%
f(x) = 0 ook | xoo2
f(x) >0 g < b x>—%

Exercicio proposto

08. Estude o sinal de cada uma das
seguintes funcgoes:

a)f(x) = 2x + 4
b) f(x) = -1
c)f(x) = 8 — 4x
d)f(x) = —x

Existem trés tipos particulares de
funcdes do 1° grau, e o tipo da fungao
ird influenciar na forma do grafico. O
grafico continua sendo uma reta,
mas com posicdes diferentes e
marcantes. Agora veremos quais sao
esses trés tipos.

1) Funcdo linearr A funcdo do
primeiro grau € chamada de linear
qguando é do tipo f(x) = ax, com a
# 0 e b = 0. O grafico da funcgao
linear e uma reta que passa pela
origem, ou seja, no ponto (0, 0).
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2) Funcgao identidade: A funcdo do 1°

grau é chamada de funcao
identidade quando ¢é do tipo
f(x) = x, ouseja,quandoa=1eb=0.

O grafico de uma funcao identidade
€ uma reta que passa pela origem
cortando os quadrantes | e Il ao meio.
Essa reta também €& chamada de
bissetriz dos quadrantes impares.

Note que a funcao identidade € um
caso particular da func¢ao linear.

3) Funcao constante: A funcao do 1°
grau ¢é chamada de constante
quando € do tipo f(x) = b,emqueb
nao depende de X, ou seja, quando a
= 0. O grafico de uma funcao
constante € uma reta paralela ao eixo
X.
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01. (EPCAR - 2017) O grafico a seguir
€ uma funcao polinomial do 1°grau e
descreve a velocidade v de um movel
em func¢ao do tempo t:

v (k) &
a3

40

0

Assim, no instante t = 10 horas o
movel estd a uma velocidade de 55
km/h, por exemplo.

Sabe-se que é possivel determinar a
distdncia que o mobvel percorre
calculando a area limitada entre o
eixo horizontal t e a semirreta que
representa a velocidade em funcgao
do tempo. Desta forma, a area
hachurada no grafico fornece a
distancia, em km, percorrida pelo
movel do instante 6 a 10 horas.

E correto afirmar que a distancia
percorrida pelo movel, em km, do
instante 3 a 9 horas € de:

a) 318
b) 306
c) 256
d) 215

02. (EPCAR - 2010) “Demanda
crescente: O consumo de energia
elétrica no Brasil nunca foi tao alto.
Na quinta-feira passada, atingiu seu
recorde histdrico. O valor € muito
superior ao registrado em anos
anteriores.” (Revista Veja - 10/02/10 - p.
71)

1%

O grafico abaixo indica o pico de
consumo de energia (em megawatts)
na primeira quinta-feira de fevereiro
dos anos de 2002 a 2010.

A Fico de consumo (em megawatts)
S .
BOTTT et it et s L :
e L IRy T i
BETTG Apeerenmmrmrme . ;
in b e ey B :
L .
50803 - @ P
44394 L@ i P
: : : iano
H I | I g
T R T
= =2 2 = (=] = =] = (=4
[ o (2] =t o W (=]
(adaptado)

FONTE: ravista Vaja - 100210 - p. 14

Analisando-se o grafico acima e
supondo-se que em 2011, na primeira
quinta-feira do més de fevereiro,
havera um crescimento do pico de
consumo de energia, proporcional ao
crescimento ocorrido na primeira
quinta-feira do més de fevereiro do
ano de 2009 ao ano de 2010, é correto
afirmar que x € um numero
compreendido entre:

a) 76000 e 77000
b) 77000 e 78000
c) 78000 e 79000
d) 79000 e 80000
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03. (EEAR - 2019) Seja f: R - R

definida por f(x) = —%x—z. A

funcao sera positiva para
a)x>3

b) x<-3

c)O0<x<3

d) -3<x<0

04. (ENEM 2016) Um dos grandes
desafios do Brasil € o gerenciamento
dos seus recursos naturais, sobretudo
0S recursos hidricos. Existe uma
demanda crescente por agua e o
risco de racionamento ndao pode ser
descartado. O nivel de agua de um
reservatério foi monitorado por um
periodo, sendo o resultado mostrado
no grafico. Suponha que essa
tendéncia linear observada no
monitoramento se prolongue pelo
proximos meses.

Hfreldo meervasio

Fomenm:

Nas condi¢des dadas, qual o tempo
Mminimo apods 0 sexto Mmés, para que o
reservatorio atinja o nivel zero de sua
capacidade?

a) 2 meses e meio
b) 3 meses e meio
C) 4 meses

d) 1 més
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05. (EPCAR - 2017) Jodo, ao perceber
que seu carro apresentara um
defeito, optou por alugar um veiculo
para cumprir seus compromissos de
trabalho. A locadora, entdo, I|he
apresentou duas propostas:

- plano A, no qual é cobrado um valor
fixo de R$ 50,00 e mais R$ 1,60 por
quildmetro rodado.

- plano B, no qual é cobrado um valor
fixo de R$ 64,00 mais R$ 1,20 por
quildbmetro rodado.

Jodo observou que, para certo

deslocamento gue  totaliza k
quildmetros, era indiferente optar
pelo plano A ou pelo plano B, pois o
valor final a ser pago seria 0 mesmo.

E correto afirmar que k é um ndmero
racional entre:

a)14,5e20
b) 20 e 25,5
c) 25,5 e 31

d) 31e 36,5

06. (EEAR - 2020) Seja a fungao real
f(x) =x+ 4. Se h é uma fungao
polinomial de 1° grau que passa pelos
pontos (0, f(O)) e (3, f(-4)), entdo o
coeficiente angular de h é:

a) - %
b) — =
c)%
d)-

07. (ENEM PPL - 2016) O percentual
da populagao brasileira conectada a

internet aumentou nos anos de 2007
a 2011. Conforme dados do Grupo
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Ipsos, essa tendéncia de crescimento
€ mostrada no grafico.

Suponha que foi mantida, para os
anos seguintes, a mesma taxa de
crescimento registrada no periodo
2007 - 2011.

Y

AB s s s

Populagado (%)
N
~

2007 2011 Ano

A estimativa para o percentual de
brasileiros conectados a internet em
2013 era igual a:

a) 56,40%
b) 58,50%
¢) 60,60%
d) 63,75%
e) 72,00%

08. (IFSP - 2014) Uma confecgcao tem
um custo fixo com contas de agua,
luz e saladrio de funcionarios de R$
5000,00 por més. Cada peca de
roupa produzida tem um custo de R$
4,00 e é vendida por R$ 12,00. O
numero de pecas que devem ser
produzidas e vendidas para se obter
um lucro igual ao custo fixo é:

a) 125
b) 250
c) 650
d) 1250
e) 1275

09. (EPCAR - 2016) O dono de uma
loja de produtos seminovos adquiriu,
parceladamente, dois

eletrodomeésticos. Apds pagar % do

valor dessa compra, quando ainda
devia R$ 600,00, resolveu
revendé-los. Com a venda de um dos
eletrodomeésticos, ele conseguiu um
lucro de 20% sobre o custo, mas a
venda do outro eletrodomeéstico
representou um prejuizo de 10%
sobre o custo. Com o valor total
apurado na revenda, ele pode
liquidar seu débito existente e ainda
Ihe sobrou a quantia R$ 525,00.

A razdao entre o preco de custo do
eletrodomeéstico mais caro e o preco
de custo do eletrodoméstico mais
barato, nessa ordem, é equivalente a:

a)5
b) 4
c)3
d)2

10. (UEG - 2015) Considere o grafico a
seguir de uma funcgao real afim f(x).

Any

i

A funcao afim f(x) é dada por:
a) f(x) =— 4x + 1

b) f(x) =— 0,25 + 1

) f(x) =— 4x + 4

d) f(x) =— 0,25x — 3

e) f(x) =— 0,4x + 1



‘é‘ CASDIinho Matematica EPCAR

GABARITO

sLedauruNns
WNOUOW>»O0OP>PWO >

177



¥R CASDinho

Matematica EPCAR

Na Matematica, as funcdes representam uma relacao entre duas grandezas
variaveis. Ha diversos tipos de funcdes e neste capitulo estudaremos as fungdes
de 2° grau, também chamadas de funcdes quadraticas. As funcdes de 2° grau
possuem aplicacdes muito importantes em Fisica, por exemplo, no movimento
uniformemente variado e no lancamento obliquo. Neste capitulo vamos aprender
0os métodos para solucionar esse tipo de funcdo e a associacdo de seus
coeficientes a sua representacao grafica.

Chama-se funcao quadratica toda
relagao f de R em R definida por:

f(x) = ax’ + bx + ¢

Em que a, b e ¢ sdo nUmeros reais
constantes, chamados de
coeficientes, com a # 0. Veremos
alguns exemplos:

e f(x) =5x* + 4x— 2 é uma
funcao do 2° grau com a = 5,
b=4.c=2.

e g(x) = x* +3 é funcado do 2°
graucoma =1,b =0,ec = 3.

e h(x) = 2x* + x éfuncao do 2°
grau,coma=2,b=1Tec=0.

o i(x) = 4x + 2, ndo é funcao
do 2° grau poisa = 0.

Note que a # 0 € uma condi¢ao de
existéncia, pois se o coeficiente a for
igual a zero, a funcao nao sera
guadratica. Entretanto, os
coeficientes b e ¢ podem ser iguais a
zero.

Quando todos os termos da funcao
guadratica sao diferentes de zero, a
funcao é chamada de completa. Caso
contrario, ou seja, se os coeficientes b
e/ou ¢ sdo iguais a zero, a funcéo é
chamada de incompleta.
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Dominio da funcao

A funcao quadratica é de dominio
real, ou seja, o x pode ser qualquer
ndmero real e, a cada ndmero real x,
associamos um numero na forma

ax2 + bx + c.

As funcdes, por serem relacdes entre
duas grandezas, possuem uma curva
especifica para cada uma dessas
relacdes. Diferente das funcdes do 1°
grau, em que se conhecermos dois
pontos € possivel tracar o grafico, nas
funcdes quadraticas sao necessarios
conhecer varios pontos. Por exemplo,

vamos desenhar o grafico da

seguinte funcao guadratica:
2

fx) = x + x.

A maneira mais intuitiva para definir
o grafico é atribuir valores para a
variavel x, e calcular as respectivas
imagens f(x). A Tabela mostra os
valores atribuidos para x e as suas
respectivas imagens f(x).
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x f(x)
-2 6
T 0
-0 0
1 2
2 6

Desenhando o plano cartesiano e
ligando os pares ordenados, obtemos
a seguinte Figura:

Ligando-se os pontos obtidos por
meio dos pares ordenados, obtemos
a curva abaixo. Essa curva € a
representacao geométrica da funcao
guadratica e chamamos de parabola,
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A abertura de uma parabola é
chamada de concavidade. Pelo
coeficiente a da funcao quadratica,
definimos se a concavidade sera
voltada para cima ou para baixo.
Quando a > 0, a concavidade sera
voltada para cima e quando a < 0, a
concavidade serd voltada para baixo,
como podemos ver na imagem
abaixo.

A construcao do grafico de uma
funcdo quadratica, por meio de
tabelas, como feito anteriormente, é
um meétodo util; porém, para ganhar
tempo e precisdo, podemos fazer a
construgcao dos graficos de uma
maneira mais rapida, utilizando
alguns pontos importantes que a
funcao possui, como veremos a
segulir.
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Em uma funcao quadratica existem
trés pontos principais que podemos
utilizar para construir a parabola, sdo
eles:

1. Zeros da funcao;
2. Ponto de vértice; e
3. Intersecgcao com o eixoy.

Agora veremos com detalhes cada
um desses pontos.

Zeros da funcao

Os zeros de uma funcao sao os
pontos em que a pardbola intercepta
0 eixo X. Portanto, os zeros da funcao
podem ser encontrados igualando-as
a zero.

Se prestarmos atencao, percebemos
que uma fung¢ao quadratica € uma
equacao do 2° grau cujo resultado é
variante. Quando igualamos a fungao
a zero, podemos encontrar as suas
raizes. As raizes de uma equacao de
2° grau sao calculadas em fung¢ao dos
coeficientes da equagao, por meio da
formula de Bhaskara.

Seja a equacao do 2° grau:
ax’+bx+c=0,

as raizes da equacao € obtida pela
expressao:

(Formula de Bhaskara)

Para fins didaticos, a expressao

b’ — 4ac é chamada de discriminante
da equagao do segundo grau e
representada pela letra grega delta (A
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). Entdo, a férmula de Bhaskara é
escrita como:

L+£

X == 2a — 2a

A partir do valor do discriminante da
equacao do 2° grau, podemos obter
trés situacdes diferentes a respeito
das raizes da equacao:

e Quando A > O, teremos duas
raizes reais. Perceba que, pela

formula de Bhaskara, &
possivel obter duas raizes: uma
guando utilizamos o sinal
positivo
_ b 1[b2—4ac
(xl— iyl g -— ) € outra
qguando utilizamos o sinal
. _ b \/bz—4ac

negativo (x2 = -5 =)

e Quando A =0, teremos apenas
uma raiz real, em que os
valores de X, e X, sao iguais (x; =

_ b
Xy == )

2a

e Quando A < 0O, nao teremos
raizes reais.

Graficamente, de uma forma geral, a
parabola pode ficar disposta em seis
formas diferentes, divididas em trés

situacdes gque dependem da
concavidade e dos valores dos
discriminantes, como mostra as

Figuras a seguir.

1 - A funcao apresenta duas raizes,
gue cortam o eixo das abscissas em
dois pontos distintos.

a=0
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2 - A funcao apresenta uma raiz de
multiplicidade dois, tocando o eixo
das abscissas em apenas um ponto.

3 - Nao ocorre interse¢cao com o eixo
das abscissas, ou seja, a fungao esta
toda acima ou abaixo do eixo. Isso
indica que nao existe no conjunto
dos numeros reais um valor que zere
a funcao.

A<D

E extremamente importante que
vocé saiba resolver corretamente as
funcdes e equacgdes, € que entenda o
gue significa os resultados obtidos.
Para fixar o conteddo, vamos ver o
exemplo abaixo e, depois, resolver os
exercicios propostos.

Exemplo 01. Determine os zeros da
funcao f (x) = X —6x+5.
Solucgdo:

Como gueremos encontrar os zeros,
teremos que igualar a fungao a zero,
ou seja:

x2—6x+5=0

Primeiramente, temos que identificar
os coeficientes:a=1,b=-6ec=5.

Depois de identificados, vamos
calcular o valor do discriminante:
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A = b2 — 4ac.

A= (-6 -415
A = 16

Como A >0, entdo teremos duas
raizes distintas e, consequentemente,
dois valores que zeram a funcao,

Aplicando na férmula de Bhaskara:

614
2

_ —(6)£16
X = 21

x1=5ex2=1

As raizes da equagao sao os zeros da
fungao. Logo, temos que:

f() =0ef() =0.

Agora tente resolver 0s exercicios
abaixo para aplicar o método de
Bhaskara.

Exercicios propostos

01. Encontre o zero das seguintes
funcoes:

a) f(x) =x — 9x + 14
b) f(x) = x° — 4x + 4
) f(x) = x* — 6x + 13
d)f(x) =x +9

Vértice da parabola

O Vértice é um ponto muito
importante e representa o ponto em
que uma funcao quadratica assume
o seu valor maximo, caso a
concavidade seja virada para baixo,
ou Mminimo, se a concavidade é virada
para cima. Além disso, o vértice é o
ponto em que o grafico de uma
funcao quadratica muda o sentido da
sua curvatura.
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e
Wertice #a pardbols —uslar minimo

As coordenadas do vértice de uma
parabola, chamadas de x do vértice (
xv) e y do vértice (yv), podem ser

determinadas por meio de formulas
qgue envolvam os coeficientes da
funcao.

Agora veremos como encontrar as
coordenadas do vértice da parabola a
partir da formula de Bhaskara.

Nos vimos anteriormente que as
raizes de uma funcao € dada pela
formula:

b 1[bz—4ac
x =—-——+=
2a 2a
Entao:
b \/b2—4ac
x =——+—-———e
1 2a 2a
x =— b \/b2—4ac
2 2a 2a
Como a parabola é simétrica,

podemos dizer que a coordenada X
do vértice (x,) estd bem no meio,
entre as duas raizes. Logo, podemos
calcula-la por:
e e
v 2

Ja para descobrir a coordenada y do
vértice (y,), vamos substituir o valor
de x, na propria funcao quadratica,
veja:
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2
y =ax + bx + c,

Substituindo x, na equacgao, temos:
b2 b
v, =alzg) Fhl=7) +e
_ ab’ _

- 2
v 4a

bZ
(E) +c

_ ab’—2ab’+4d’c

Agora, sempre gue tiver que saber os
maximos e minimos de uma funcao
guadratica, basta obter o seu vértice,

V=ix,y)

Veja o exemplo a seguir:

Exemplo 02 Dada a fungao
flx) =— X+ 4x — 2, Quais sao as
coordenadas do vértice?

Solucgdo:

Primeiro, vamos identificar os

coeficientes da funcao:a=-1,b=4¢ec
=-2.

Para encontrar as coordenadas do

vértice (x, e Vy,), vamos aplicar as
formulas apresentadas
anteriormente:
- _ b
x]; - 2a
— 4 —
X e
—A
yv_ 4q
B o Y G DI o) e R
Yy 4.(-1) —4
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Portanto o ponto do vértice tem
coordenadas V (2, 2).

Exemplo 03. Uma pessoa comecga a
receber um medicamento através de
um soro e a quantidade Q, em mg,
em sua corrente sanguinea varia de
acordo com a funcao

Q) = —¢ + 6t + 20, sendo t o
tempo em horas desde o inicio da
aplicagao do soro. Responda:

a) Apods quanto tempo do inicio da
aplicagao do soro, a quantidade do
medicamento na corrente sanguinea
€ maxima?

b) Qual é essa quantidade maxima?

Solucdo:

Primeiro, vamos identificar os
coeficientes da funcao:a=-,b=6ec
=20.

Como a < 0, a concavidade é virada
para baixo, entdo a quantidade
maxima de medicamento na
corrente sanguinea e o tempo para
gue isso ocorra correspondem ao
ponto Mmaximo na parabola, ou seja, o
ponto de vértice. Nesse caso, x, =t e

yv = Q(t).
Logo,

a) Vamos calcular o tempo pela
formula do x do vértice.

b 6
2.(-1)

= 3.

O tempo para que se atinja a
guantidade maxima de
medicamento na corrente sanguinea
sera de 3 horas.

b) Para calcularmos a quantidade
maxima podemos utilizar a formula
do y do vértice ou calcular por meio

de Q (3).
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Utilizando a segunda opg¢ao, vamos
subsituir o valor de t encontrado na
letra a) (t = 3) na funcao Q (t). Sendo
assim, temos que:

03)= —3) + 6.3 + 20
QB3) = 29
Entdo, a quantidade maxima de

medicamento na corrente sanguinea
é de 29 mag.

Para verificar o seu entendimento
sobre esse assunto, resolva o exercicio
abaixo.

Exercicio proposto:

02. (IFAL 2017 - Adaptada). No
Laboratdrio de Quimica do IFAL, apds
varias medicdes, o pesquisador
concluiu que a concentragcao de certa
substancia em uma amostra variava
em funcao do tempo, medido em
horas, segundo a funcao quadratica

f(x) =5t — t*. Determine em que
momento, apos iniciadas as medidas,
a concentracao dessa substancia foi
Maxima nessa amostra.

Interseccdao com o eixo y

A interseccao com 0O eixo y ocorre
guando x = 0. Temos que para x = 0,
f(x) = c. Entao o coeficiente ¢ é o
valor em gque a parabola intercepta o
eixoy.
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Agora, vamos voltar a fungao anterior

fx) = X + x e identificar os pontos
notaveis mencionados. Para
simplificar, vamos chama-lo de A
(zero da funcao), B (vértice) e C
(interseccao com o eixoy).

A. Os zeros da funcao sao os valores
qgue anulam a fungao, ou seja, f (x) = O.
Podemos ver que os valores -1 e O
anulam a funcgao, pois f(0) =0 e f (-1) =
0.

B. O vértice, obtido pelas expressdes
de x, e y,, tem como coordenadas
(-Y2, -V4), e serd o valor minimo, pois a
concavidade da parabola é voltada
para cima (a > 0).

C. A fungao é do tipo incompleta em
¢, pois ¢ = 0. Logo, a funcao intercepta
0 eixo y na origem (0,0).

Marcando os pontos A, B e C no
plano cartesiano e tracando o grafico,
temos:

<Y

Perceba que, com apenas esses
pontos, ja é possivel tracar o grafico
da funcao sem a necessidade de se
utilizar a tabela. Logo, entender o que
cada ponto representa e saber como
encontra-lo em uma fungcao é de
suma importancia no entendimento
desse conteudo.
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A imagem de uma funcao, ou seja, os
valores de y que pertencem a funcgao,
esta intimamente ligada aos pontos
de maximo e de minimo, ou seja, ao
vértice da fungao.

Existem duas possibilidades para o
conjunto imagem de uma funcgao
guadratica:

Quando o vértice for ponto de
maximo, ou seja, a < 0, o conjunto
imagem sera:

m={yer/y=y}

Neste caso, a imagem da fungao sera
0 ponto Mmaximo até menos infinito.

Quando o vértice for ponto minimo,
ou seja, a > 0, o conjunto imagem
sera:

Im ={y€]R/ySyv},

Para essa situagcao, a imagem da
fungao sera o ponto minimo até mais
infinito.

Crescimento e
Descrescimento

O crescimento e o decrescimento de
uma funcao quadratica estao
relacionados com o Vértice da
parabola e a sua concavidade.

Uma funcao quadratica sempre sera
crescente em um intervalo aberto e
decrescente em outro. Como estd
relacionada a concavidade, teremos
duas situacodes:
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1 - Quando a > 0: A funcao f

decrescente em | - oo,;—b[
a

[ON

crescente em ];—Z, + oof.

2 - Quando a < 0: A funcao f

—b
crescente em e [
a

[ON

— o0

]
decrescente em];—i’, + oof.

Veja a representacao grafica abaixo:
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01. (ENEM - 2013) A parte inferior de
uma taca foi gerada pela rotacao de
uma parabola em torno de um eixo z,
conforme mostra a figura.

hix) g(x)

Eixo de rotagao (2) | 0| \
ylem) &

v
[=]
Xy

[z1}

Com base nas informacgdes e nos
> x(om) graficos, é correto afirmar,
necessariamente, que:

a)b.f < —
2
b)e # 4.d.f
A funcdao real que expressa a
parabola, no plano cartesiano da cJad > f — e

figura, é dada pela lei
fx) = 3/2x2 —6x + C,onde C ¢éa
medida da altura do liquido contido
na taga, em centimetros. Sabe-se que
o ponto V, na figura, representa o
vértice da pardbola, localizado sobre
0 eixo X. Nessas condicdes, a altura do
liquido contido na taca, em
centimetros é:

b—dac

d-——7<0

03. (EPCAR - 2011) Notempo t =0, 0
tanque de um automovel esta com a
litros de combustivel. O volume de
combustivel no tanque, em litros,
apos o carro entrar em movimento, é
descrito por uma funcao de 2° grau
em funcdo do tempo t, em minutos.

a)l O carro entra em movimento, apds 10
Mminutos do inicio do movimento, o
b) 2 tanque estd com 36 litros de

combustivel e apdés 3 horas e 10

c) 4 Mminutos do inicio do movimento, o
d)5 volume de combustivel no tanque se
esgota. Sabe-se que o grafico dessa
e)6 funcao toca o eixo Ox num Uunico
ponto de coordenadas (190, 0). Dessa
02. (EPCAR - 2022) Nos gréficos forma, fe) ndmero a estd
indicados a seguir, estdao desenhados compreendido entre:
duas parabolas que representam as
funcdes reais h e g definidas pelas a)40e 42
leis: h(x) = ax’ +bx + c e b) 42 e 44
g(x) = dx’ +ex + f,com a, b, ¢, d,
e, f sendo numeros reais ndo nulos. C) 44 e 46
d) 46 e 48
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04. (FUVEST - 2015) A trajetdria de
um projétil, lancado da beira de uma
penhasco sobre um terreno plano e
horizontal, é parte de uma parabola
com eixo de simetria vertical, como
ilustrado na figura

O ponto P sobre o terreno, pé da
perpendicular tracada a partir do
ponto ocupado pelo projétil, percorre
30 m desde o instante do
lancamento até o instante em que o
projétil atinge o solo. A altura maxima
do projétil, de 200 m acima do
terreno, é atingida no instante em
gue a distancia percorrida por P, a
partir do instante do lancamento, é
de 10 m. Quantos metros acima do
terreno estava o projétil quando foi
lancado?

a) 60
b) 90
c) 120
d) 150
e) 180

05 (ENEM - 2013). A temperatura T de
um forno (em graus centigrados) é
reduzida por um sistema a partir do
instante de seu desligamento (t =0) e
varia de acordo com a expressao

t

T(t) =—— + 400, com t em minutos.

Por motivos de seguranca, a trava do
forno s6 é liberada para abertura
guando o forno atinge a temperatura
de 39°.
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Qual o tempo minimo de espera, em
minutos, apds desligar o forno, para
gue a porta possa ser aberta?

a) 19,0
b) 19,8
c) 20,0
d) 38,0
) 39,0

06. (EPCAR - 2022) Em um exercicio
de aperfeicoamento de Cadetes da
Forca Aérea Brasileira, trés aeronaves
estao posicionadas como indicado na
figura a seguir.

.
*.__Aeronave 1

£

Aeronave 3 -

“~~._ Aeronave 2 el

ety SRR e, ) ]

=
m } m

Pista de aterrissagem

Em certo momento, as aeronaves 1, 2
e 3 sdo vistas de um determinado
ponto, seguindo uma trajetdria de
VOO sobre a curva de uma parabola,
sendo dadas as suas distancias de
referéncia como a da figura.

Considere um plano cartesiano em
que:

e As aeronaves 1, 2 e 3 estdo
sobre a trajetéria de uma uUnica
parabola;

e A pista de aterrissagem esta
Nno eixo da abscissas;

e A posicao de cada aeronave é
um ponto (x, y) desse plano,
onde y = f(x) é a altura atingida
pela aeronave, em km, em
relacao ao chao; e

e O eixo das ordenadas passa
pela aeronave 1.



¥R CASDinho

Matematica EPCAR

A lei da funcao f que satisfaz as
condicdes estabelecidas na figura é:

a) f(x) = () (x —m)’
b) f(x) = (=) (x + m)°
Q) f(x) = (=) x — 2m)°

d) f(x) = (5 x

07. (EPCAR - 2018) De acordo com o
senso comum, parece que a
juventude tem gosto por aventuras
radicais. Os alunos do CPCAR nao
fogem dessa condi¢cdao. Durante as
dltimas férias, um grupo desses
alunos se reuniu para ir a Sao Paulo
com o objetivo de saltar de “Bungee
Jumping” da ponte Octavio Frias de
Oliveira, geralmente chamada de
“Ponte Estaiada”.

Em uma publicagcao na rede social de
um desses saltos, eles, guerendo
impressionar, colocaram algumas
medidas ficticias da aproximacao do
saltador em relagdo ao solo.
Considere que a trajetéria que o
saltador descreve possa ser
modelada por um func¢ao polinomial
do 2 grau, f(x) = ax’ + bx + ¢ , CUjo
eixo das abscissas coincida com a
reta da Avenida das Nac¢des Unidas e
O eixo das ordenadas contenha o
ponto mais préximo da Avenida,
indicados na figura. Considere
também as medidas informadas.

Saitador

Trajetdria

Ponto mais praximo
da avenida

30m

£ ;.
=

. Av. Nagbes
Unidas

39m |
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O coeficiente de x? da funcdo com as
caracteristicas sugeridas € igual a:

a) 22/1521
b) 2/117
¢) 13/1521
d) 13/117

08. (EPCAR - 2008) Um cabo de
suspensdo de uma ponte tem a
forma de uma parabola, e seu ponto
mais baixo esta a 2,0 m acima do piso
da ponte. A distancia do piso da
ponte em relagao a superficie da baia
€ de 83,7 m, o cabo passa sobre as
torres de sustentacao, distantes
1200,0 m entre si, numa altura de
265,7 m acima da baia e é ligado ao
piso da ponte por hastes rigidas
perpendiculares a ela.

O comprimento de cada uma dessas
hastes que ligam o cabo a ponte,
distantes de 50 m do centro da ponte
é, em metros, igual a:

| =—— 1.2000M @ —0——= |
L} 1

TORRE DE SUSTENTAGAO

{PISO DA PONTE

a) 1,25

b) 3,00
c) 3,25
d) 3,50
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09. (EPCAR - 2010) Seja a fungao real

definida por: f(x) = ax’+ bx +ceV
o vértice da parabola, representada
graficamente por:

4

/A B
Apds a analise grafica, assinale a
alternativa INCORRETA:

a)a.b.cz< 0

b) -~ < 0

c) a+ bc>0
d) b.c — a<0

10. (ENEM 2016 - 2° aplicagao) Para
evitar uma epidemia, a Secretaria de
Saude de uma cidade dedetizou
todos os bairros, de modo a evitar a
proliferacao do mosquito da dengue.
Sabe-se que o numero f de
infectados €& dado pela funcao

f) =— 26 + 120t, em que t ¢é
expresso em dia et = 0 é o dia
anterior a primeira infecgao, e que tal
expressdao e valida para os 60
primeiros dias da epidemia.

A Secretaria da Saude decidiu que
uma segunda dedetizagcao deveria
ser feita. No dia em que o numero de
infectados chegasse a marca de 1600
pessoas, uma segunda dedetizacao
precisou acontecer. A segunda
dedetizacao comecou no
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a) 19° dia
b) 20° dia
c) 29° dia
d) 30° dia
e) 60° dia

)
WoOX>»>»00>>m

10)

GABARITO
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A potenciacdo e a radiciacdao sao operacdes matematicas muito importantes,
assim como a adicao, subtracao, multiplicacao e divisdo. Enquanto a potenciacao
€ uma multiplicacao, na qual todos os fatores sao iguais, a radiciacao procura
descobrir que fatores sao esses, fornecendo o resultado dessa multiplicagao. Tanto
a potenciacao quanto a radiciacdo possuem inumeras aplicacdes, por exemplo,
nas fungdes exponenciais e na resolucao das equacdes de 2° grau. Neste capitulo
veremos sobre cada uma delas, as suas caracteristicas e propriedades, além de
como resolver as expressdes envolvendo essas duas operagoes.

Antes de iniciarmos o assunto sobre
potenciacao e radiciagao, faremos
uma breve revisdo sobre as
propriedades da multiplicacao.

1) Propriedade Comutativa

A propriedade comutativa, também é
conhecida como “a ordem dos
fatores nGo altera o produto”, nos diz
gue nao importa a ordem em que
escrevemos os fatores a serem
multiplicados, o resultado sempre
sera o mesmo:

a.b = b.a

Exemplo O1.

3.4 = 4.3 12

2) Propriedade Associativa

A propriedade associativa nos diz que
a associacao dos fatores nao altera o
produto. Isso significa que a ordem
em gue associamos 0S humeros Nna
multiplicagdo nao altera o resultado
final.

a.(b.c) = (a.b).c
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Exemplo 02.
3.(4.5) = (3.4).5 = 60
3) Propriedade Distributiva

Segundo a propriedade distributiva
podemos distribuir a multiplicacao
em relacdao a soma e a subtracao.

a.(b+c) = ab + ac
a.(b—c) = ab — ac
Exemplo 03.
3.(4+5) =(3.4) + (3.5)
04. Elemento Neutro

Segundo essa propriedade, existe um
elemento que nao altera o valor da
multiplicacdo. Esse elemento é o
ndmero 1, chamado de elemento
neutro.

1.b+c) =b+c

A potenciacdao € definida como a

operacao matematica que
representa a multiplicagdo de
diversos fatores iguais. Assim,

podemos escrever a potenciagao, de
uma forma geral, como:
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a=a.a.a ....a
| y )

n fatores iguais

n
Sendo que a corresponde ao

produto de n fatores iguais a a.

Em relacao a nomenclatura,
chamamos o a de base, o qual indica
o fator que estd se repetindo na
multiplicacdo, o n de expoente, que
representa quantas vezes a base

aparece na multiplicacdo, e a" de
poténcia, que corresponde ao
resultado obtido ao resolvermos a
multiplicacao.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 04. a) O produto 2.2 pode
ser escrito como 22.

b) O produto 2.2.2 pode ser escrito
como 2°.

c) O produto 2.2.2.2 pode ser escrito
como 2",

Note que a quantidade de vezes que
O NnUmero 2 aparece no produto é o
ndmero que vai em cima do 2. Assim:

Expoente
3/ ’
2° =2.22=
P
Base
Observagdao: O expoente é um

numero natural, podendo ser inteiro
positivo, negativo ou irracional.
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Exemplo O05. Indique a base, o
expoente e a poténcia:

a)3'=3.3.3.3=281

A base é 3, o expoente é 4 e a
poténcia é 81.

b)5° = 5.5.5 = 125

A base & 5 o0 expoente é 3 e a
poténcia é 125.

Até aqui, noés vimos apenas a
potenciacdo envolvendo a base
composta por numeros positivos.
Entretanto, temos que tomar
cuidado quando temos uma base
negativa, pois a forma como estara
denotada influenciara no resultado.
Veja os exemplos abaixo.

Exemplo 06. As poténcias (— 2)2 e

— 2 apresentam o mesmo
resultado?
Vejamos:
2
=2 =2(=2)=4
2
—-2"= —(@2.2)=—14

Note que a unica diferenca entre as
poténcias acima €& o uso de um
paréntesis, mas que resultam em
valores diferentes. Isso acontece, pois

2 .
quando temos (— 2)°, tanto o numero
guanto o sinal estdo elevados a dois,

. 2 -
ja em — 27, apenas o numero que
esta sendo elevado ao quadrado.

Agora, se 0 expoente ao invés de 2 for
3. Como ficaria o resultado?

Vejamos:

(—2°=(=2.(-2).(-2) =— 8

3

-2°= —(2.2.2)=—8
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Neste caso, os resultados foram
iguais. Entdao, podemos concluir que

A~ . n n ~
as poténcias (—a) e —a terao
resultados diferentes quando o
expoente n for um nudmero par e
resultados iguais quando n for um
numero impar.

Em relagao aos sinais da base, temos
trés regras que podem ser utilizadas:

1) Base positiva

Se o expoente for par ou impar, o
resultado sempre sera positivo:

2

3=33=9

2) Base negativa e expoente par

Se a base for negativa e o expoente
um nudmero par, o resultado da
poténcia serd positivo:

2
=3 =E3E3)=9
3) Base negativa e expoente impar:

Se a base for negativa e o expoente
um numero impar, o resultado da
poténcia sera negativo:

(- 3)° = (= 3).(= 3). (= 3) =— 27

Vale lembrar que essas regras valem
para qualquer base, seja inteira,
racional ou irracional.

Poténcia de numeros
racionais

Na poténcia de ndmeros racionais, a
base € composta por um numero
racional. Essa operagao é analoga ao
gue observamos nos exemplos vistos
até agora. Veja:
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- 2
Em que o numero 5 aparece n vezes.

As regras de sinais aprendidos
também valem aqui. Observe alguns
exemplos:

__9
T 16

3V L (=3). (=2, (=3
o-+) = (=) ) &)
__ 3 __ 2
R 64
Observacdao: Quando temos a

potenciacao envolvendo uma fragao,
também temos que nos atentar na
ordem correta para fazer a notagao e,
consequentemente, as operagoes.
Veja:

A Unica diferenca entre as letras a) e
b) € o0 uso de um paréntesis. Ele nos
indica o que esta sendo elevado ao
expoente: em a), a fracao esta dentro
do parénteses e tudo fica elevado ao
expoente. Enquanto, em b), apenas o
numero 3 esta elevado ao expoente.

Exercicio proposto

01. Calcule as poténcias:
a-4) w3
a-(-3) a3
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3 \2 3
e) (1_0) f (10)°
g) = h) - 2°
i) (- 2)° - (-2

Operagcoes com poténcias

Imagine que quiséssemos calcular

7% 75, daria para fazer da formma como
vimos até agora: elevar cada ndmero
ao expoente e depois multiplica-los,
mas daria muito trabalho.

Agora veremos algumas operacdes
entre poténcias que podem facilitar
os célculos.

Dados os ndmeros reais a eb e 0s
ndmeros inteiros m e n, temos:

01) Multiplicagdo de poténcia de
mesma base.

Quando temos uma multiplicagao de
poténcias de bases iguais, nos
mantemos a base e somamos os
expoentes:

n m n+m
a.a =a

Exemplo 07. Reduza a uma so
poténcia:

a)5.5°

Como apresentam a mesma base,

vamos manté-la e somar os
expoentes :
3 .2 342 5
5.5 =5 =5
3 .2 _7
b)5.5.5
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Como apresentam a mesma base,

vamos manté-la e somar os
expoentes:
3 .2 _7 3+2+7 12
5.5.5 =5 =5

02) Divisao de poténcia de mesma
base.

Quando temos uma divisdao de
poténcias, temos que manter a base
e subtrair os expoentes:

a n—-m
=a

m
a

Exemplo 08. Reduza a uma soO
poténcia:

Como apresentam a mesma base,

vamos manté-la e subtrair os
expoentes:
3
5 3-2 1
= =5 "=5
5
7
b) —
23

Como apresentam a mesma base,

vamos manté-la e subtrair os
expoentes:

7

2 7—(=3 10

2 -2 ( )=2

2
03) Poténcia de poténcia de

mesma base.

Nesse caso, ndés mantemos a base e
multiplicamos os expoentes.

mn m.n
(¢") =a
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Exemplo 09. Reduza a uma so
3

poténcia: (25) .

Utilizando a propriedade 03, temos

gue manter a base e multiplicar os

expoentes:

(25)3 _ 53 _ 1

Observacao: Devemos tomar
cuidado para nao confundir
“poténcia de poténcia” com

“poténcia de ordem superior”. A
poténcia de ordem superior €
quando na sua representacao a base
estd elevada a um expoente que esta
elevado a outro expoente. Nestes
Casos, apenas o expoente da poténcia
é elevado ao outro expoente. Veja:

n

. m' m
Entao,a # (a ) .
04) Poténcia de um produto.

Nessa propriedade, nds fazemos a
distributiva em relagcao ao expoente:

(a.b)" =a".b"
Exemplo 10.
2.5)° =2°.5°
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05) Poténcia de uma divisao

E similar a propriedade de poténcia
de um produto, ou seja, fazemos a
distributiva em relagcao ao expoente:

~
==
N—
3
|
S|
e

Exemplo 11:

Observagdo: Essas duas Ultimas
propriedades sao validas para as
operacdes de multiplicagao e divisao.
Nao podemos utilizar em relagao a
soma ou a subtracgao.

(@a+b)'#d" +b" e

(a—b)"#d" -b"

Agora, podemos calcular facilmente a

expressao 27. 57, utilizando a
propriedade de poténcia de um
produto. Assim:

2’5" = (2.5)" = 10" = 10000000
Propriedades das poténcias

Assim como vimos na multiplicagao,
a potenciagao também tem suas
propriedades especificas e servem
para facilitar a escrita e os calculos.

Propriedade 1. Todo numero elevado
aléigual ao préoprio numero:

1
a = a

Exemplo 12
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Propriedade 2. Todo ndmero,
diferente de zero, elevado a O é igual
al:
0
a =1
Exemplo 13:
0
98 =1

Observagao: Quando temos 00, e}
resultado € indeterminado. Quando
temos o zero elevado a qualquer
outro nUmero o resultado sempre
sera 0. Assim:

0* =0.0.0.0 = 0.

Propriedade 3. Toda poténcia de
base “1" elevada a qualquer expoente
possui como resultado o préprio valor
1:

Exemplo 14:

P=111111.1.1=1

Propriedade 4. Poténcia de expoente
negativo.

A principio essa propriedade pode
Ihe parecer estranha, pois vimos até
agora que o expoente é o numero de
vezes que multiplicamos a base.
Entdo, o que isso significa?

Para compreender o que significa um
expoente negativo, vamos resolver
um exemplo.

acontece qguando

multiplicamos 27 por 2", Como
temos uma multiplicagdo com
mesma base, conservamos a base e
soMamos 0s expoentes:

Veja o que
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E pela propriedade 2, qualquer
numero elevado a zero € igual a 1.
Para um caso mais geral:

n -n 0
a -a

Note que, sempre que multiplicamos
um numero qualquer, elevado a um
expoente, pelo mesmo ndmero, mas
com o expoente oposto, o resultado

- n —-n
serdal.Sea -a = 1, podemos passar

n .
a para o outro lado do sinal da

igualdade. Portanto:

-n 1
a =

n
a

Isso significa que d" e 4" sdo
nuameros inversos. Essa relagao é
valida para qualquer expoente n e
qualquer numero a, com excegao
guando n = 0, pois O zero N30 POSSUi
inverso. Portanto, quando temos um
expoente negativo, temos que
inverter a base e trocar o sinal do
expoente:

3
-3 1 1
C)(—Z) _(_ 2) __8
Note que, nos exemplos acima, o
sinal negativo do expoente nao
interferiu no resultado final, pois esta

nao é a sua funcao.

Observacdo: Esse conceito € utilizado

. 0 .,
explicar porque 0 € um
indeterminado, pois se

para
resultado

. 0 .,
quiséssemos calcular 0, deveriamos
1 1 1 0
fazer % =0 —0 =0. Entretanto,

estariamos dividindo um ndmero por
zero, 0 gue nao existe.
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Propriedade 5. Todo numero elevado
a um expoente fracionario pode ser
transformado em um radical, em que
o) denominador do  expoente
representa o indice da raiz:

Exemplo 15. Transforme a poténcia
7

4? em radical:
7 a7
4° = (V4)
Exercicios propostos

02. Calcule as poténcias:

4 3
X X
M () (=)
03. Escreva as poténcias na forma de
radical:

1 2

a)2° b)4°

1 1

d) (a’b)"

A radiciacao € a operacgao inversa da
potenciacdo, ou seja, a radiciagao
busca um nUmero que satisfaz
determinada poténcia.
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De um modo geral, podemos
escrever Como:
Indtce\ /Radicando
n;az
P
Radical

Emqquenéoindice(ne Nen = 1),a
é o radicando, b é a raiz e \ &
chamado de radical. Veja os
exemplos abaixo:

a) \/Z |é-se a raiz quadrada de 4.
Quando temos uma raiz com indice
n = 2, costuma-se omitir o indice no

simbolo do radical (Ya =+a). Para o
caso mais geral, dizemos raiz n-ésima
de a.

b) \3/27, |&-se a raiz cUbica de 27.
c) \5/32, |&-se a raiz quinta de 32.

n ~ . ..
d) JE, |é-se a raiz n-ésima de a.

Nos vimos que uma das
propriedades da potenciagcao diz que
todo numero elevado a um expoente
fracionario pode ser transformado
em um radical e a operagao inversa
também é verdadeira. Entao, o radical

pode ser escrito na forma de
poténcia:

n

b =a
Note que a radiciagdo €& uma
maneira diferente de representar
uma  poténcia com  expoente
fracionario.

Raiz quadrada e raiz cubica

As raizes quadradas e cUbicas de um
ndmero sao importantes operacoes
Mmatematicas, além de serem umas
das mais comuns.
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Uma raiz quadrada de um numero a
€ um numero positivo, que gquando
multiplicado por ele mesmo é igual a
a. As raizes quadradas sdo
fundamentais para a resolucao das
equacdes do 2° grau.

A raiz cubica de um numero a
corresponde a0 numero gue
multiplicado trés vezes por ele

mesmo, dad como resultado a.
Veja os exemplos:

a) Raiz quadrada:

\/Z= 2,p0i522= 4

b) Raiz cubica:

\3/§= 2,poisZ3= 8

Observagdao:. um numero que é
guadrado de um numero inteiro,
recebe a denominacao de quadrado
perfeito. Enquanto, um numero que é
cubo de um numero inteiro €
chamado de cubo perfeito. Veja na
tabela alguns nuUmeros que sao
guadrados e cubos perfeitos.

. 2 e
1 1 1

2 4 8
3 9 27
4 16 64
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5 25 125
6 36 216
7 49 343
8 64 512
9 81 729
10 100 100

Raiz de um numero real

O valor do radicando (a) pode ser um
ndmero  positivo ou  negativo.
Entretanto, dependendo se o indice é
par ou impar, a raiz pode existir ou
nao. Veja:

1) Se b>0en é par ou impar, a raiz
sempre serd um numero real positivo
ou nulo:

\25 =5 & 5° = 25.

2) Se b < 0 e n é par, ndo existe raiz,
OU seja, Nnao existe raiz de indice par
de um numero negativo. Isso
acontece pois ndo hd um numero
real que elevado ao quadrado resulte
em um ndmero negativo:

\J—4¢ R — 100 ¢ R.

3) Se b < 0 ené impar, a raizsempre
sera um numero real negativo:

J=32=—2e(-2"=132
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Propriedades da radiciacao

A radiciacdo possui uma série de
propriedades, assim como as demais
operacoes, que facilitam nos calculos.
As suas propriedades sao derivadas
da potenciagdao, uma vez que sao
operacdes inversas.

Propriedade 1. Poténcia de expoente
radical.

Essa propriedade é a mesma da
potenciacdo, em que o expoente é
uma fragao. Assim, todo radical pode
ser escrito na forma de uma poténcia:

n n
m
Va =a”
O expoente do radicando
corresponde ao numerador da fracao

e o indice da raiz representa o
denominador.

Exemplo 16:

3

5/ 3 —

V4 =4°
Propriedade 2 Raiz em que o

expoente do radicando é igual ao
indice.

Essa propriedade nos diz que quando
o indice for igual ao expoente do
radicando, o resultado da raiz
n-ésima ¢é a propria radicando:

N n
n
va = a”

Exemplo 17:

3

3 3 -

\7 =7°

Propriedade 3. Produto de raizes de
indices iguais.

Na propriedade 3, o produto de duas
raizes com indices iguais € igual a raiz
de mesmo indice do produto dos
radicandos. Assim:
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Va.b =a.lb

Exemplo 18.

3/ 3.6 33 36

Va.b =+\a.\b
Propriedade 4. Quociente de raizes
de indices iguais.

De forma analoga a propriedade 3, a
propriedade 4 diz que a divisao entre
duas raizes de indices iguais € igual a
raiz de mesmo indice da divisao dos

guocientes:
nfa _ da
b

Exemplo 19.

Propriedade 5. Poténcia de uma raiz.

Segundo a propriedade 5, a raiz
n-ésima elevada a um determinado
expoente m é igual a raiz n-ésima do
radicando elevado ao expoente:

Exemplo 20.
3 143
(5 = (5") =

Propriedade 6. Raiz de outra raiz

Quando tivermos uma raiz de outra
raiz, temos que conservar o
radicando e multiplicar os indices das
raizes. Veja:
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Exemplo 21.

B ==
Propriedade 7. Simplificacdo de
radicais

Uma raiz n-ésima de uma poténcia
pode ser simplificada. A simplificacao
é feita pela multiplicacao do indice e
do expoente do radicando por
qualquer numero desde que seja
diferente de O.

nl m [ mp

Va = \a
Essa Ultima propriedade é utilizada
guando gueremos reduzir as raizes
ao mesmo indice. Isso pode facilitar

na hora de resolvermos os exercicios.
Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 22. Reduza a uma unica
raiz:€/§. \4/§

Note que as duas raizes apresentam
indices diferentes: 3 e 4. Entdo, nds
nao podemos utilizar a propriedade 4
para fazer a multiplicagao das duas
raizes, pois para fazer a multiplicacao
os indices devem ser iguais.
Entretanto, com base na propriedade
7, multiplicamos o 1° indice por 4 e o
2° indice por 3. Fazendo isso, teremos
o0 mesmo indice, no caso € 12. Veja:

3.4/ 4 4.3 3
AJ2°. /37 =16, N)27
Agora as duas raizes apresentam o

mesmo indice, assim, podemos fazer
a multiplicacao delas:

N16. N27 = 1432
Observacao:. Nem sempre €& facil
identificar os nUmeros que devemos
multiplicar os indices para torna-los

iguais. Um método para resolver isso
seria determinar o M.M.C. dos indices,
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gue vai ser o indice do radical. Depois,
dividimos o indice comum pelo
indice de cada radical, e
multiplicamos o quociente obtido
em cada caso pelo expoente do
radicando. Veja o exemplo.

Exemplo 23. Reduza os radicais
JE. \S/?ao mesmo indice.

Solugdo:

Os dois radicais possuem indices

diferentes: 2 e 5.

Primeiro, vamos obter o MMM.C.de 2 e
5, que é MMM.C (2, 5) =10. Esse valor
sera o novo indice, comum aos dois.

Em seguida, temos que dividir o valor
encontrado pelo indice de cada
radical e multiplica-lo pelo expoente
do radicando. Assim:

l\O/a(m :2).1 . 1\0/(1(10 :5).2
1\0/ ONS 1\°/a(2) 2

Exercicios propostos

04. Escreva os radicais na forma de
poténcia com expoente fracionario:

a) /7 b) /3’
c) 2 d)%

05. Calcule o valor das expressoes,
simplificando o indice do radical com
0 expoente do radicando.

a)\/10° b) /121
c) 1\5/; d)\g/g
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06. Escreva sob a forma de uma

dnica raiz.
232 b)/\/6
d)/3.42

9232, 352’
Operagdes com radicais

Vamos considerar a  expressao
algébrica: 5x + 3x — 4x. NOs sabemos
gue quando temos termos, podemos
reduzir a expressao a um so termo:
5x + 3x — 4x = 4x.

De forma analoga, podemos utilizar
esse procedimento quando temos
radicais semelhantes em uma adicao
ou subtracao algébrica:

8\5 — 315 + 6/5 = 115

Esse procedimento também é valido
guando temos mais de um radical
semelhante, basta colocar os radicais
em evidéncia e realizar a operacao
dos fatores externos. Veja:

8\5 — 342 + 24/5 + 72
(8 4+ 205+ (=3 + 72
1045 + 442

Note que dois ou mais radicais sao
semelhantes quando possuem o
mesmo indice e 0 mesmo radicando.

Se os radicais forem diferentes, temos
gue verificar se é possivel realizar a
simplificacao, por meio da fatoracao,
de modo a torna-los semelhantes.

Exercicio proposto

07. Determine
algébricas:

a) 124/10 — 61/10 — 8410

as  expressdes
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b) /81 — 24/81 + =81
c)5v2 — 83 + 2 — 4542 — 543

Como encontrar o valor de
uma raiz

Para encontrar o valor de uma raiz,
uma das formas de resolver é a
realizar a fatoracdao, por meio da
decomposicao em fatores primos, e
escrever o nUmero na forma de
poténcia.

Exemplo 24. Encontre a raiz de /1024

Solucgdo:

Primeiramente devemos fatorar
radicando, ou seja, 1024

o

1024 | 2
512 2
256 2
128 2
64 2
32 2
16 2
8 2
4 2
2 2
1

Assim, o numero 1024 pode ser

. 10 .
escrito como 2, ou seja, o 2 elevado
a 10° poténcia resulta no numero
1024.

Agora podemos calcular o valor da
raiz quadrada de 1024

\1024 = /2"
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Transformando o radical em
poténcia, temos:
10 -
2 =2 =2 =32

Exemplo 25. Encontre a raiz de +/2704.

Solucgdo:

Primeiramente devemos fatorar o
radicando, ou seja, 2704

2704
1352
676
338

169
13

1

_ = NN NN

W w

Assim, o numero 2704 pode ser

escrito como 24. 132. Entretanto, como
gueremos obter a raiz quadrada,
podemos separar 0s nUmeros em
poténcias de 2 para simplificar os

calculos, ou seja, 2%.2°.13° Entao:

2704 = /2% 2%.13% = 2.2.13
2704 = 52

No caso da raiz quadrada, quando
decompomos um numero em fatores
primos, podemos ter dois tipos de
raizes:

1) Raiz quadrada exata: o resultado
faz parte do conjunto dos ndmeros
racionais, ou seja, podem ser
ndmeros inteiros, decimais exatos e
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dizimas periddicas,
V16 = 4 e4/75,69 = 8, 7.

2) Raiz quadrada ndo exata: o
resultado faz parte do conjunto dos
ndmeros irracionais, ou seja, podem
ser numeros decimais. infinitos e
nao-periodicos, por exemplo:

\3 = 1,732...e+5 = 2,236...

por exemplo:

Observacgao: Esse procedimento de
fatoracao pode ser utilizado para
qualquer indice do radical.

Exercicio proposto

08. Fatore os radicandos e escreva na
forma de poténcia com expoente
fracionario:

a) \3/5
) /512

b) /81
d) /625

Racionalizacdo de
denominadores

Quando temos uma expressao
fraciondria em que o denominador é
um radical, ou seja, um numero

. . 4 .
irracional, como em —, precisamos

\3
racionalizar a fracao.

Racionalizar uma fracao significa
achar uma fracao equivalente a ela,
mas com um denominador racional,
ou seja, temos que eliminar o radical
do denominador. Para isso, basta
multiplicarmos ambos os termos da
fracao por um nUmero conveniente e
gue transforme o denominador em
um numero racional. Veja o exemplo.

Exemplo 26. Racionalize as fragcdes
abaixo:

a)

4
2
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Vamos multiplicar o numerador e o
denominador por \/E, pois ao
fazermos isso eliminamos o radical
do denominador:

2 _ 42 42 42

4
22 2z 2z s

2
b_
)~

\f

Neste caso, temos que multiplicar o

. 32
numerador e o denominador por "\/ 2

, pois1 + 2 = 3, e assim eliminamos a
raiz do denominador:

2 B L E iR

7
2.2 2.~2°
2

N

323 -

c) !

V241

Aqui, no denominador nao temos
apenas o radical; entdo, temos que
multiplicar pelo conjugado do
denominador:

1 (2-1) _ 2—1
2+1 2+1).(y2—1
N O Y SR
R U _
- o2-1 _\/E 1

Exercicio proposto

09. Racionalize o denominador das
expressoes:

1 3
a) A b) T
1 3{3-3{2
Vel NG
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01. (EPCAR - 2011) Simplificando a
expressao:

()’ 2y |
2 {(_xa i r

ondex # 0,x # 1ex #— 1, obtém-se:

1

—94
a) —x

94

b) x
<) o
d) - 2

02. (EPCAR - 2020) Considere os
nudmeros A e B, tais que:

3
T T
E.D'Em'” -E—[D.EEI]] it —[ﬁ.fﬂ} +9D.:

B= h

r —05

1 i

f I

| 2-(02) —Erﬂ."%-’ﬁ]

L \ J

1

Se(C = (SAB)T, entdo C é igual a:

a) 20. 2°°

b) 10. 2*”°

c)25.2°"

d) 40. 2*”*
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03. (EPCAR - 2018) Considere o
conjunto de todos os valoresdemen
para 0s quais a expressao algébrica 4,
abaixo, estd definida:

m®> n ,
A= “2 |'|"|E {m—n:l_
1 2 1 1
—r |m?-n2]
m- MmN n
Nesse conjunto, uma expressao

algébrica equivalente a A4 é:
2 2

ajm +n
2 2

b)m —n

2 2
m 4+n
c) —

2
m —n

2, 2
m +n
m—n

d)

04. (ENEM - 2021) O nanofio € um
feixe de metais semicondutores
usualmente utilizado na fabricacao
de fibra dptica. A imagem ilustra, sem
escala, as representacbes das
medidas dos diametros de um
nanofio e de um fio de cabelo,
possibilitando comparar suas
espessuras e constatar o avanco das
novas tecnologias.

Fio de cabelo

==
KL
==

.

s

Nanofio

10 ° metro

6 x 10°° metro

O numero que expressa a razao
existente entre o comprimento do
didmetro de um fio de cabelo e o de
um nanofio é:
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a)6x10

5

b)6x10 °

5

Q) 6x10°
d)6x10"

e)6x10%

05. (EPCAR - 2009) Analise as
expressdes abaixo:

g #{D,DGEJE. (0,000075)
- 10

G- __[[5,10—“}.(2-”3}]

3—1;"3

Marque a resposta correta;
a)A+ B >0

b)A.B =—1

A

B:_l

<)

d)a =B

06. (UFPB - 1977) A expressao

numérica 2+/27 — /75 + 3+/12 éigual a:
a) 243

b) 41/12

c) 427

d) 73

07. (UECE - 2002) A expressao
numérica 5+v54 — 31/16 é igual a:

a) /1458
b) /729

c) 2170
d) 2438

08. (EPCAR - 2016) Simplificando as
expressoes:.

W=y f +2yy 2

nas quais y> x> 0, € correto
afirmar que:

Cc)A.B>0
d)A+B>0

09. (EPCAR - 2016) Analise as
proposicdes abaixo e classifique-as
em V (VERDADEIRA) ou F (FALSA).:

0,0001.(0,012.1000 L

S = ’ =
G ygem 0,001 100

{ ) O nidmero (0,8992 —0,1012] € menor que %

-J 2“"_” 2“5+1 } & irracional

A sequéncia correta é:
a)V-F-F
b)V-F-V
C)F-F-F

d)F-V-V
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10. (ENEM - 2010) Embora o indice de
Massa Corporal (IMC) seja
amplamente utilizado, existem
inumeras restricdes tedricas ao uso e
as faixas de normalidade
preconizadas. O Reciproco do indice
Ponderal (RIP), de acordo com o
modelo alométrico, possui uma
melhor fundamentacao matematica,
ja que a massa é uma variavel de
dimensdes cUbicas e a altura, uma
variavel de dimensodes lineares. As
formulas que determinam esses
indices, sdo:

IMC = massa (kg)

[altura (m)]2

RIP = altura (cm)
\Jmassa (kg)

ARAUJO, C. G. S; RICARDO, D. R. Indice de Massa Corporal:
Um Questionamento Cientifico Baseado em Evidéncias.
Arq. Bras. Cardiologia, volume 79, no 1, 2002 (adaptado).

Se uma menina, com 64 kg de
massa, apresenta IMC igual a 25
kg/m?, entdo ela possui RIP igual a:
a)o,4 cm/kgl/3

b) 2,5 cm/kgl/3

c)8cm/kgl/3

d) 20 cm/kgl/3

e) 40 cm/kgl/3

GABARITO

Ul
m»Or>»00N00>m>»
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Todos os nUmeros naturais maiores que 1 podem ser classificados em apenas dois
grupos: os primarios e os compostos. Os nUmeros primarios sao os chamados
ndmeros primos, enquanto os nUmeros compostos sao todos os outros nimeros.
Para entender melhor sobre esse assunto, vamos abordar neste capitulo as
definicdes e as relagdes entre os numeros primos e compostos.

Antes de falar sobre os nuUmeros
primos, precisamos entender o que
sao os divisores de um numero.

Os divisores de um numero

Definicdo: Dado dois numeros
inteiros, se a divisao do primeiro pelo
segundo € exata, dizemos que o
primeiro é divisivel pelo segundo e o
segundo é divisor do primeiro.

Essa definicao pode parecer
pouco confusa, vamos ver
exemplo, para ficar mais claro.

um
um

O numero 10 pode ser dividido
exatamente por 1, 2, 5 e por ele
mesmo, 10. Os numeros 1, 2,5 e 10 sdo
chamados de divisores de 10. E a este
conjunto de numeros, damos o nome
de conjunto dos divisores de um
ndmero, e pode ser escrito da
seguinte forma:

D (10) = {1, 2, 5 e 10}.

Agora podemos definir o que sao
ndmeros primos.

Os numeros primos sao numeros
naturais que admitem apenas dois
divisores diferentes: o niUmero um e
ele mesmo.

Vejamos o conjunto dos divisores de
alguns numeros:
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a) D (2)={1,2}
b) D (3) = {1, 3}
c) D (5) ={1,3}
d) D (7) ={1, 7},

e) D (1) ={1, 1}

Observando tais conjuntos, podemos
notar que temos como divisores
desses nUmeros somente o 1 e ele
préprio, portanto os numeros 2, 3, 5,7
e 11 sao ndmeros primos.

Note que o0 numero 1 nao é um

ndmero primo, pois ele possui
apenas um divisor natural, ele
mesmo.

Dois numeros naturais sao primos
entre si se o Unico divisor comum
entre elesé o ndmero 1.

Curiosidade: O numero 2 é o Unico
ndmero primo que é par. Todos os
pares apos o 2, sao divisiveis por 2,
portanto, ja possuem mais de dois
divisores distintos.

Lista de Numeros Primos

E impossivel construir uma lista com
todos os nUmeros primos, pois eles
s3o infinitos. E muito importante que
vocé conheca  alguns  desses
nuameros, principalmente 0s
primeiros, mas nao é necessario que
vocé decore muitos deles, desde que



¥R CASDinho

Matematica EPCAR

saiba como descobrir se um ndmero
€ primo ou nao.

E como identificar se o numero é
um numero primo?

Para identificar se um nudmero é
primo ou ndo, precisamos dividir o
numero dado, sucessivamente, pelos
ndmeros primos 2, 3, 5,7, 1, 13,17 ..,
até que o quociente seja menor ou
igual ao divisor. Se a divisao nao for
exata, o numero dado é primo.

Vamos ver o exemplo a seguir.

Exemplo O1. Verifique se o numero
163 € primo?

Solucdo:

Primeiro, temos que verificar se o
numero 163 é divisivel pelos numeros
primos até que o quociente seja
menor ou igual ao divisor.

a) 163 é divisivel por 2?7 Nao.
b) 163 & divisivel por 3? N3o.
c) 163 é divisivel por 5? Nao.
d) 163 é divisivel por 77?
e) 163 é divisivel por 11?
f) 163 € divisivel por 137

Para responder as trés Uultimas
perguntas, vamos efetuar as divisdes:

163 |7 16311 163 13
14 33 Al 1 A3 .10
23 53 33
21 44 26
2 9 7

d) 163 é divisivel por 7? Ndo e o
guociente € maior que o divisor (23 >
7).
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e) 163 ¢é divisivel por 11?7 Nao e o
guociente € maior que o divisor (14 >
).

f) 163 é divisivel por 13? Nao e o
guociente € menor que o divisor (12 >
13).

Note que nenhuma das divisdes sao
exatas, e gue o guociente resultante
da divisao de 163 por 13 € menor que
o divisor (12 < 13). Portanto, o numero
163 € um nUmero primo.

Agora, para  verificar o seu
entendimento e fixar o contelddo,
resolva os exercicios a seguir.

Exercicios propostos:

01. Verifigue se os numeros abaixo
sdao NUmeros primos:

a) 37
b) 109
c) 251
d) 57

Além do meétodo que acabamos de
ver para verificar se um ndmero é
primo ou nao, podemos fazer isso de
outra maneira, conhecido como Crivo
de Eratostenes.

Eratdostenes foi um matematico do
século 300 aC, e ele criou um
método simples e pratico para
encontrar os numeros primos até um
valor determinado. Para isso, ele fez
uma tabela de 1 até 50 e, seguiu
alguns passos:

1°) Riscou o numero 1 porgue ele nao
€ um numero primo.

2°) Marcou o numero 2, que é primo,
e riscou todos os outros numeros
divisiveis por 2.
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3°) Marcou o numero 3, que € primo,
e riscou os demais nUmeros que sao
divisiveis por 3.

4°) Marcou o numero 5, que é primo,
e riscou os demais numeros que sao
divisiveis por 5.

5°) Prosseguiu da mesma forma, até
gue nao houvesse mais NUmeros a
serem riscados.

Apods fazer isso, ele chegou ao
resultado de que todos os ndmeros
gue ndao estavam riscados eram
ndmeros primos.

Veja a tabela com o crivo de
Eratostenes:

< ' P4 Parare”4ri
pavdl  aAvavavd 4
S| 57| 33| o | 357 s |8 36| 357 40

Note que vocé pode montar a tabela
para qualguer valor.

Até agora, nés vimos 0s numeros
naturais que admitem apenas dois
divisores naturais diferentes; mas, e
se 0 humero apresenta mais de dois
divisores naturais? Esse é o assunto
gue veremos a segulir.

Os numeros compostos sao numeros
naturais, diferente de 1, que admite
mais de dois divisores naturais
distintos.

Vejamos o conjunto dos divisores de
alguns numeros:

a)D (4)={1,2e 4}
b) D (6)={1,2,3e6}
c)D(8)={1,2,4¢e8};
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d) D (10) ={1,2,5e10}

e)D(12)={1,2,3, 4,6e12}.

Diferente dos numeros primos, para
todos 0os nUmeros acima temos mais
de dois divisores. Sendo assim, os
ndmeros 4, 6, 8,10 e 12 sdo chamados
de nUmeros compostos.

Agora que vocé ja sabe a diferenca de
ndmeros primos e compostos,
resolva os exercicios a seguir.

Exercicios propostos

02. Quais dos numeros a seguir sao
primos e quais sao compostos?

a)13
b) 81
c) 545
d) 227
e) 559

Se observarmos  os
anteriores, podemos ver que O0s
ndmeros compostos sao uma
composi¢ao de numeros primos, ou

exemplos

seja, qualguer numero composto
pode ser decomposto em fatores
primos.

Vamos ver os seguintes exemplos:
a)6=2.3

b)12=2.223

c)25=5.5

d)135=3.3.3.5

Entao, para determinar a
decomposicao em fatores primos de
um numero, podemos seguir os
seguintes passos:



¥R CASDinho

Matematica EPCAR

() Colocar o numero a ser
decomposto em fatores primos e
fazer um traco vertical.

(1) Dividir o numero pelo seu menor
divisor primo, e o divisor é colocado a
direita do traco vertical.

(1) Dividir o quociente da divisao
anterior pelo seu menor divisor
primo, e repetir esses passos até
chegar ao quociente 1.

(IV) Todos os numeros que se
encontram a direita do trago vertical
formam o conjunto dos divisores
positivos do numero.

Veja os exemplos a seguir:

Exemplo 02. Decomponha em
fatores primos o numero 30.

Solucdo:

Vamos seguir os passos apresentados
acima:

302

1513
5|5
1]

Assim, o nUmero 30 pode ser escrito
como:

30=2.3.5

Exemplo 03. Decomponha em

fatores primos o nUmero 36.
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Solugdo: 30| 2
18| 2

9|3

3|3

T

Assim, o nUmero 36 pode ser escrito
CoMo:

36=2.2.3.3

Entretanto, note que, o ndmero 36
também pode ser escrito como:

36=2%.3°

A partir desse Ultimo resultado,
veremos agora um dos principais
teoremas da aritmética: o Teorema
Fundamental da Aritmética.

Teorema Fundamental da
Aritmética

Segundo o teorema fundamental da
aritmeética, todo numero composto
inteiro pode ser expresso por um
produto de poténcia de numeros

z

. . X
primos, ou seja, N = a . b . c
gue a, b e ¢ sdo numeros primos.

Por exemplo, o nUmero 90 pode ser
escrito como:

90=2'.32.5
Exercicios propostos:

02. Faca a decomposicao em fatores
primos dos seguintes numeros: 28,
60, 115 e 350.
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01. (EPCAR - 2018) Considere quatro
ndmeros naturais distintos tais que,
guando adicionados trés a trés,
resultem em: 152, 163, 175 e 185,

Sobre esses quatro numeros é

correto afirmar que:

a) todos sdao nUmeros menores que
70.

b) nenhum é multiplo de 10.
c) Apenas um é numero primo.
d) algum é quadrado perfeito.

02. (EPCAR - 2014) Se a e b sao
primos entre si entao (a-b) é igual a:

a) 23
b) 22
c) 21

d) 20

03. (EPCAR - 2009) Um numero x de

trés algarismos, tal que \/; < 14, tem
o produto de seus algarismos igual a
24, se permutarmos os dois ultimos
algarismos de X, 0 numero y assim
obtido excede x de 18 unidades.

Com base nos dados acima, € correto
afirmar que:

a) o maximo divisor comum de y e X
nao é um numero primo.

~ . 37
b) arazédor =%eta|que r> =
c) y tem 2 divisores a mais que Xx.

d) a soma dos algarismos de x com
os algarismos de y € menor que 20.
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04. (FUVEST - 2021) O qguadrinho
aborda o tema: os nUmeros primos
sdo impares, sobre os quais é correto
afirmar:

VERFAPE
B UMA SALERA GUE
NAS SE FEDA PIVTIR
FOR GUALGUER
FATOR

MOCE P2
1S5S PRA TORD
MUNCO AGU N

CIENTIRINBAS #143

OUVI FIZER GUE
HLE TRASALHA 20M
CRIPTOERAR,

E@OQUADRINHORAMA + EDRAGOESDEGARAGEM

g
|5
z
i
&
oy
9

a) Todos os numeros primos sao
impares.

b) Existem, no maximo, 7 trilhdes de
ndmeros primos.

c) Todo numero daforma2”l,n€ N, é
primo.

d) Entre 24 e 36, existem somente 2
ndmeros primos.

e) O numero do quadrinho, 143, é um
ndmero primo.

05. (UERJ - 2021) De acordo com o
teorema fundamental da aritmética,
todo nUdmero natural maior que 1 é
primo ou é um produto de ndmeros
primos. Observe os exemplos:

1964 = 2°. 491

1994 2.997
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O maior numero primo obtido na
fatoracao de 1716 é:

a)17
b) 13
c)
d)7

06. (UFRGS - 2018) Tomando-se os
ndmeros primos compreendidos
entre O e 20, o numero de fragdes do

tipo % em gue a < b, que pode ser

formado é:
a) 21

b) 27

c) 28

d) 30

e) 36

07. (UECE - 2018) Seja n o numero
obtido como a soma dos inversos
multiplicativos dos numeros primos
positivos que sdao fatores do numero
195. Se p é o inverso multiplicativo de
n, entdo, p cumpre a condi¢ao:

a)l5<p<17
b)1,4<p<16
€)18<p<19
d)1,7<p<18

08. (FATEC - 2012) Seja M um
subconjunto finito do conjunto dos
numeros inteiros. Sobre os elementos
de M, considere as seguintes
informacodes:

e 40 sdo ndmeros primos;
e 50 sdao numeros positivos;

e 14 s30 nUmMeros Nao primos e
Nnao positivos;
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e 8 s3ao numeros

positivos.

primos e

Considerando M o subconjunto dos
inteiros com menor numero de
elementos que satisfazem,
simultaneamente, as informacdes,
pode-se afirmar corretamente que
em M ha:

a) 112 elementos.
b) 64 nUmeros que Ndo sao primos.

c) 90 nUmeros que sao primos ou
positivos.

d) 42 nUumeros gue sao positivos e
Nnao primos certo.

€) 36 numeros que sao primos e nao
positivos.

09. (EPCAR - 2017) Uma agéncia de
turismo fez o levantamento para
apurar a faixa etaria de um grupo de
N pessoas que se interessaram por
determinada viagem.

No registro das idades dessas
pessoas, em anos, foram utilizadas
exatamente N nuUmeros inteiros
positivos e entre esses numeros foi
observado que:

e 10 eram multiplos de 8,
e 12 eram multiplosde 4 e
e 8eram nUmeros primos.

E correto afirmar que o ndmero de
divisores positivos de N é igual a:

a)7
b) 6
c)5
d) 4
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10.(ESPM - 2013) Sabe-se que as
raizes da equacdo x* + kx + 6 = 0 séo
dois nuUmeros naturais primos. O
valor de K pertence ao intervalo:

a) [-8,-6]
b) [-6,-3]
c) [-3,0]
d) [0,4]
e) [4,7]

GABARITO

Ul
WWOoOP>»POWOODP>ON
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A divisao esta presente em inumeras situacdes cotidianas, sendo um assunto de
grande importancia. Entretanto, nem sempre é tdo simples resolver os problemas
de divisao sem o auxilio de uma calculadora. Felizmente, existem alguns métodos
que facilitam a resolugao de divisbes mais complexas ou de numeros muito
grandes. Neste capitulo abordaremos algumas ferramentas que facilitam a
resolucao de problemas matematicos envolvendo divisao, como os critérios de
divisibilidade, minimo multiplo comum (MMC) e maximo divisor comum (MDC).
Apesar de serem conceitos basicos de matematica, sdo extremamente
necessarios para a compreensao de outras matérias, como as fungdes
matematicas.

Em uma forma mais genérica, temos:

Antes de iniciarmos, vamos fazer D |d

uma breve revisao sobre divisdao. A R

divisaso €& um assunto muito a

importante e que merece uma

atencao especial, pois todo o Em que o D é chamado de dividendo,
conceito de multiplicidade, o d de divisor, 0 q de quociente eo R
divisibilidade, MMC e MDC vem da deresto. Sendoque:D=d.q+R.

ideia de divisao. _
No caso do exemplo anterior,025¢é 0

Vamos supor que nds temos 25 itens dividendo, o 8 & o divisor, o0 3 é o
a serem distribuidos em 8 pacotes. quociente e o 1¢é o resto.

Quantos itens conseguirei alocar em

cada pacote? Serd que é possivel Note que D pode ser qualquer
fazer isso de modo exato ou ird sobrar ndmero, enquanto os termos d, g e R
algum item? Vejamos: apresentam algumas restricdes. O

termo d tem que ser diferente de
zero, o valor de g tem gque ser menor

" 25 |8 que o de d e r deve ser positivo e
24 3 menor que d.
1
Nomenclaturas
Neste caso, obtivemos 8 pacotes com A seguir, veremos algumas
3 itens em cada e ainda sobra um nomenclaturas que sao muito
item. Podemos dizer, entdao, que 25 importantes e que serdo abordadas
dividido por 8 resulta em 3 com sobra ao longo do curso, além de serem
del. amplamente utilizadas nas questdes

de aritmética.
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Considerando a divisdo acima,
podemos dizer que D é dividido por
d, dando como resultado q e resto R.
Se o resto for nulo, ou seja, R = 0,
dizemos que:

D é divisivel por d;
D é multiplo de d;
d é divisorde D; e
d divide D.

Por exemplo, se dividirmos 10 por 2, 0
resto € zero. Entdo 10 € multiplo de 2,
10 é divisivel por 2,2 é divisor de10 e 2
divide 10. Note que todas essas
afirmativas sdo equivalentes.

Acabamos de ver que um numero é
divisivel por outro quando a divisao é
exata, mas como fazemos para saber
se um numero € ou nao divisivel por
outro?

Por exemplo, seria 120 divisivel por 4?
Vamos fazer a conta:

120 | 4
12 3p
00

Vemos que o resto da divisdo é O.
Entao, 120 é divisivel por 4. Mas e se
esse numero fosse maior, por
exemplo, 5224 é divisivel por 4?

Teriamos que fazer a conta para
descobrirmos? Ou sera que
conseguiriamos verificar isso sem, de
fato, fazermos as contas? Existem
algumas regras gque nos permitem
verificar se um ndmero é ou nao
divisivel por outro, que sao os
chamados critérios de divisibilidade.
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Agora veremos 0s critérios de
divisibilidade dos niUmeros de 2 a Tl.

Um numero é divisivel por 2 se seu
dltimo algarismo for par (O, 2, 4, 6 ou
8). Por exemplo, 2, 16 e 378 sao
divisiveis por 2, pois terminam em
numero par.

Um numero é divisivel por 3 se a
soma de seus algarismos também for
divisivel por 3. Por exemplo:

a) 123 é divisivel por 3, pois1+2 +3 =
6.

b) 21 é divisivel por 3, pois 2 +1 = 3.

c) 587 é divisivel por 3, pois5+8+7 =
21.

Um numero é divisivel por 4 se seus
dois Ultimos algarismos formarem
um numero divisivel por 4. Por
exemplo, 16, 124 e 1540 sao divisiveis
por 4 pois os dois ultimos algarismos
sao divisiveis por 4.

Um numero é divisivel por 5 se seu
dltimo algarismo for 5 ou 0. Por
exemplo, os numeros 135, 220 e 2025
sdo divisiveis por 5, pois terminam
em 5ou 0.

Um numero é divisivel por 6 se for
divisivel por 2 e por 3 ao mesmo
tempo, ou seja, seu ultimo algarismo
deve ser par e a soma de seus
algarismos deve ser divisivel por 3.
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Por exemplo, o numero 324 ¢ divisivel
por 3, pois é par € a soma dos seus
numeros é divisivel por 3 (3 +2 + 4 =
9).

Um numero é divisivel por 7 quando
a diferenca entre o numero que se
obtém retirando-se o algarismo das
unidades do numero original e o
dobro desse algarismo for multiplo
de 7.

Observagao: esse processo pode ser
feito quantas vezes necessario até se
obter um numero pequeno e mais
facil de avaliar.

Veja o exemplo a seguir:
a) 165

165 -2.9 =147.

14-2x7=0,

Entdo, o numero 1659 é divisivel por 7.

Um numero é divisivel por 8 se seus
trés Jltimos algarismos formarem
um numero divisivel por 8. Por
exemplo, os trés ultimos algarismos
dos numeros 23800 e 1024 sao
divisiveis por 8, portanto esses
numeros sao divisiveis por 8

Um numero € divisivel por 9 se a
soma de seus algarismos também é.
Veja os exemplos:

a) 27 é divisivel por 9, pois 2 + 7= 9.

b) 648 ¢ divisivel por 9, pois 6 + 4 + 8=
18.
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Um numero é divisivel por 10 se seu
dltimo algarismo for zero. Por
exemplo, os numeros 20, 460 e 7340
sao divisiveis por 10, pois termina em
0.

E parecido com o critério de
divisibilidade por 7. Um nuUmero sera
divisivel por 1 quando a soma dos
algarismos das ordens impares
subtraida da soma dos algarismos
das ordens pares for um numero
divisivel por 11. Veja os exemplos:

a)
(+

32, é divisivel por 11, pois (3 + 2) -
+1)=5-5=0.

Vamos praticar? Resolva os exercicios
a seguir para verificar e fixar o
conteudo aprendido.

Exercicios propostos
01. Considere os seguintes numeros:
21, 32, 41, 55,126, 384, 570, 2541 e 7920.
Pergunta-se:
a) Quais deles sdo divisiveis por 1?
b) Quais deles sao divisiveis por 27?
c) Quais deles sao divisiveis por 3?
d) Quais deles sao divisiveis por 4?
€) Quais deles sao divisiveis por 5?
f) Quais deles sao divisiveis por 6?
g) Quais deles sao divisiveis por 8?
h) Quais deles sao divisiveis por 9?

i) Quais deles sao divisiveis por 10?
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02. Dado um nUmero de 3

algarismos: 5k6, pergunta-se:
a) Esse numero é divisivel por 5?

b) Quais valores devemos substituir k
para se obter um numero divisivel
por 3?

03. Substitua as letras A e B no
numero 5A38B, para se obter um
numero divisivel, ao mesmo tempo,
por 5,9 el0.

Como determinar os diversos
divisores de um numero?

No capitulo anterior, ndés vimos como
decompor um numero em fatores
primos. Para determinar todos os
seus possiveis divisores, devemos
realizar todos os produtos possiveis
entre seus fatores (sem usa-los mais
vezes do que aparecem na
decomposicao).

Uma forma organizada de realizar
esses produtos é realiza-los junto a
propria decomposicao (em uma
terceira coluna), na qual se anota os
resultados do produto entre o fator
atual por todos os fatores e divisores
anotados anteriormente.

Por exemplo:
602 |12
3012 12,4
1513 13,6,12
515 5,10, 20,15, 30,
60
111
Assim, os divisores de 60 serao:

D(60) = {1,2,3, 4, 5, 6,10, 12, 15, 20, 30,
60}
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Note: o numero 1 sempre deve ser
anotado logo ao inicio pois sempre
sera divisor para qualguer numero.

O maximo divisor comum, cuja sigla
€& MDC, refere-se ao maior numero
qgue é, simultaneamente, divisor de
todos os numeros de um dado
conjunto de dois ou mais numeros

naturais e diferentes de zero.

Exemplo O01. Qual o MDC dos
ndmeros 45 e 607
Solugdo:

Temos que, os divisores de 60 sao:

D (60) = {1,2, 3, 4, 5, 6,10, 12, 15, 20, 30,
60}

E os divisores de 45 sdo:
D (45) =1{1, 3,5, 9, 15, 45}

Se compararmos os dois, vemos que
os divisores comuns de 45 e 60 sao:

DC (45, 60) = {1, 3, 5,15}

Assim, o maior dos divisores comuns
de 45 e 60 serd o numero 15, que é
representado por:

MDC(45, 60) = 15.

Métodos para determinar o
MDC

Para determinar o MDC entre dois ou
mais numeros nNao €& necessario
calcular todos os seus divisores, pois
existem métodos que simplificam o
trabalho para se determinar tais
ndmeros, Como veremaos a segulir.
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Passo 1. Decompor cada ndmero em
fatores primos.

Passo 2. Multiplicar os fatores
CoMuNSs cCom 0s Mmenores expoentes.

Veja o exemplo:

Exemplo 02. Qual o MDC dos

ndmeros 120 e 140?

Solugdo: Utilizando o método 1,
temos:

120=2%.3.5
140=22.5.7

Note que os fatores comunssaoo2e
0 5, sendo que o 2 aparece como 22 e
23, assim devemos separar aqguele
com menor expoente (22).

Entao,

MDC(120,140) =22.5=20

Passo 1. Decompor ambos
NnUmeros ao mesmo tempo.

oS

Passo 2. Destacar quais fatores
pertencem a decomposicao de
ambos os numeros. Dica: marque
esses fatores com um asterisco ou

outro simbolo durante a
decomposicao.

Passo 3. Multiplicar os fatores
destacados.

Exemplo 03. Vamos resolver agora o
mesmo  problema do exemplo
anterior, mas aplicando o método 2.
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Solucéo:

120,140 | 2
60,70 |2
30,35 |2
15,35 | 3
535 |5
1, 717

1, 1]

Note que os fatores usados para
dividir os dois numeros ao mesmo
tempo estao marcados com um X. A
multiplicagdao desses fatores € o que
compode o MDC.

Entao,
MDC (120,140)=2.2.5=20
Observacoes:

a) Quando nao houverem fatores
comuns entre os ndmeros, dizemos
gue o MDC é1, e nesse caso dizemos
gue 0s nUmeros sao primos entre si.

b) NUmeros consecutivos sempre sao
primos entre si.

c) Dois numeros primos distintos
sempre serao primos entre si.

O minimo multiplo comum, cuja
sigla é MMC, refere-se ao menor
numero diferente de zero que é
multiplo de todos o0s numeros
pertencentes a um dado conjunto de
dois ou mais numeros naturais e
diferentes de zero.
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Exemplo. Qual o MMC dos numeros
45 e 607

Solucéo:

Para os numeros 45 e 60, temos que:

Os multiplos de 60 sdo:

M(60) = {0, 60, 120, 180, 240, 300, ..}

Os multiplos de 45 sao:

M(45) = {0, 45, 90, 135, 180, 225, ...}

Os multiplos comuns de 45 e 60 sao:
MC (45, 60) = {0, 180, 360, 540, ..}

Assim, o menor dos multiplos
diferente de zero e comum entre 45 e
60 serd o numero 180, que pode ser
representado por:

MMC (45, 60) =180

Métodos para determinar o
MMC

Para determinar o MMC entre dois ou
mais numeros Nnao € necessario
calcular seus multiplos até encontrar
um comum, pois existem métodos
gque podem ser utilizados para
obté-los mais facil e mais rapido,
COMO veremos a segulir.

Passo 1: Decompor cada numero em
fatores primos.

Passo 2: Multiplicar os fatores
comuns e ndo comuns com oS
maiores expoentes.

Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 04. Qual o MMC dos

ndmeros 120 e 1407
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Solucéo:

Utilizando o método 1, temos:
120=23.3.5
140=22.57

Entao,

MMC (120, 140) = 23. 3. 5. 7 = 840

Passo 1 Decompor ambos
nUdmeros ao mesmo tempo.

oS

Passo 2: Multiplicar todos os fatores.

Vamos resolver o exemplo anterior,
utilizando o 2° método:

120,140 | 2
60,70 |2
30,35 |2
15,35 |3
5,35 |5
1, 717
1, 1]
Entao,
MMC (120, 140) = 23. 3. 5.7 = 840
Observacgoes:

a) Se A e B sao primos entre si, MMC
(A, B)=AxB.

b) MDC(A,B) x MMC (A,B) = A x B.

Para verificar o seu entendimento
sobre o assunto visto neste capitulo,
resolva 0s exercicios propostos a
segulir.
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Exercicios Propostos

01. Dados o0s numeros 24 e 40,
determine:

a) os divisores de 24;

b) os divisores de 40;

¢) os divisores comuns de 24 e 40;

d) o maior divisor comum de 24 e 40.

02. Determine o MMC e o MDC entre
0s ndmeros:

a)10 e 5;

b) 56 e 60;
c)21el2;
d)13e17,

e) 150 e 240.
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03. Sabendo que o produto de dois
numeros €& 1134 e que o MMC entre
eles é 81, determine o MDC deles.

04. Determine os dois menores
multiplos comuns dos numeros 45,
54 e 81.

05. Determine o valor de x no

. 2 . x+1
numero N = 3.5.2° , para que o
MDC entre 96, N e 240 seja 24.
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01. (EPCAR 2021) Considere, em IN*
0s seis menores ndmeros
consecutivos tais que:

- a soma dos trés menores é igual ao
ndmero A;

- @ soma dos trés maiores é igual ao
ndmero B;

-0 NUmero A é divisivel por 5; e
- 0 NUmero B é divisivel por 6.

Analise as afirmacdes a seguir e
margue a unica correta.

a) A+ B éum numero mudltiplo de 12.

b) O maximo divisor comum de Ae B
€ um numero maior que 10

c) O produto de A por B é um
numero quadrado perfeito.

d) O minimo multiplo comum de Ae
B € igual a 120.

02. (UEG - 2007) Um comerciante de
materiais para cercas recebeu 12
troncos de madeira de seis metros de
comprimento e outros 9 de oito
metros. Ele determinou a um de seus

funcionarios que  trabalha na
preparacao dos materiais que
cortasse os troncos para fazer
estacas, todas de mesmo
comprimento, para utiliza-las numa
cerca para area de pastagem.
Disse-lhe ainda que 0s
comprimentos deviam ser os

maiores possiveis. A tarefa foi
executada pelo funcionario, e o

numero total de estacas preparadas
foi:

a) 144

b) 75
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c) 72
d) 64

03. (EPCAr - 2011) Um agricultor farad
uma plantagcao de feijao em um
canteiro retilineo. Para isso, comecou
a marcar os locais onde plantaria as
sementes. A figura abaixo indica os
pontos ja marcados pelo agricultor e
as distdncias, em cm, entre eles.

70 150 500
A B C D E

Esse agricultor, depois, marcou
outros pontos entre os ja existentes,
de modo que a distancia d entre
todos eles fosse a mesma e a maior
possivel. Se x representa o numero de
vezes que a distancia d foi obtida
pelo agricultor, entdo x € um ndmero
divisivel por:

a) 4
b) 5
c)6
d) 7

04. (EEAR -
afirmativas:

2001) Considere as

I - Numa divisao, cujo resto r nao é
nulo, o menor nimero gque se deve
adicionar ao dividendo para que ela
se torne exata € d - r, sendo d o
divisor.

Il - A soma de trés niumeros naturais
consecutivos é sempre divisivel por 3.

Il - O produto de dois numeros
impares consecutivos, aumentado de
uma unidade € sempre um quadrado
perfeito.
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Sao verdadeiras as afirmativas:
a)lell

b) | e Ill.

c)llelll.

d) I, llelll.

05. (EPCAR - 20T11) Em um prédio de
90 andares, numerados de 1 a 90,
sem contar o térreo, existem 4
elevadores que sao programados
para atender apenas determinados
andares. Assim o elevador:

- O para nos andares multiplos de 11;
- S para nos andares multiplos de 7;
- C para nos andares multiplos de 5;
- T para em todos os andares.

Todos esses elevadores partem do
andar térreo e funcionam
perfeitamente de acordo com sua
programacao.

abaixo,
em V

Analise as afirmativas
classificando cada uma
(verdadeira) ou F (falsa).

() No ultimo andar para apenas 1
elevador.

() Nao ha neste prédio um andar
em que parem todos os elevadores,
com excegao do proprio térreo.

() Existem, neste prédio, 4 andares
gue param 3 elevadores com excecao
do proéprio térreo.

Tem-se a sequéncia correta em:
a) F-V-V
b) F-V-F
) V-F-V

d) F-F-V
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06. (UFC-CE) Considere um numero
inteiro formado por cinco algarismos
Cuja representacao na base dez seja
abcde. Considere também o fato de
gue um numero dessa forma é
divisivel por 11 se, e somente se,a + ¢
+ e —b —d for divisivel por 11.

Com base nessas condicdes, assinale
a alternativa na qual consta um
numero divisivel por 11.

a) 50623
b) 65432
c) 71819
d) 78321
e) 83621

07. (UNICAMP) Um numero de trés
algarismos 2b3 ¢é adicionado ao
numero 324, obtendo-se 5¢7. Se 5¢7 é
divisivel por 9, o valor de b + ¢ € igual
a:

a)10
b) 11
c)12
d) 13
e) 14

08. (EPCAR - 2010) Um numero x de

trés algarismos, tal que\/E < l4temo
produto de seus algarismos igual a
24; se permutarmos os dois ultimos
algarismos de X, o numero y assim
obtido excede x de 18 unidades. Com
base nos dados acima, € correto
afirmar que:

a) O maximo divisor comum de y e X
NAO é um numero primo.

7

b) arazdor =%éta|quer > =T

c) y tem 2 divisores a mais que Xx.
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d) a soma dos algarismos de x com
os algarismos de y € menor que 20.

09. (EPCAR - 2011) Sabe-se que x,y e
Z sao numeros naturais distintos e x >
y. Considere A=x.yeB=(x.y.2)°e
qgue o MDC (A, B) e o MMC (A, B) sao,
respectivamente, 21 e 1764. Se W = x?
+ y? + 7% entdo o conjunto formado
pelos divisores naturais de W possui:

a) 4 elementos.
b) 6 elementos.
c) 9 elementos.
d) 12 elementos.

10. (FUVEST - 1991) No alto de uma
torre de uma emissora de televisao
duas luzes “piscam” com frequéncia
diferentes. A primeira “pisca” 15 vezes
por minuto e a segunda “pisca” 10
vezes por minuto. Se num certo
instante as luzes piscam
simultaneamente, apds quantos
segundos elas voltardo a piscar
simultaneamente?

a)12

b) 10

c) 20

d)15

e) 30

GABARITO

1) D
2) C
3) D
4) D
5) A
6) C
7) A
8) C
9) A
10) A
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As fracdes correspondem a uma representacao das partes de um todo e fazem
parte do nosso contexto diario, por exemplo, ela esta presente quando vamos
fazer uma receita culinaria ou quando vamos dividir uma conta com um grupo de
amigos. Neste capitulo veremos os tipos de fracdes, as operacdes realizadas com
fracdes e outras formas de representacao das fragdes.

As fragcdes sao uma forma de
representar matematicamente algo
dividido em partes iguais e elas
fazem parte do conjunto dos
ndmeros racionais.

A fracdo pode ser representada, na
forma escrita, por dois numeros
inteiros:

1) Numerador: que fica na posicao de
cima da fracao, e representa a parte
do todo; e

2) Denominador: que fica na posicdo
de baixo da fracao, e representa todas
as partes do todo.

X

y

Em que o x € o numeradoreoy éo
denominador.

Veja:

Vamos ver um exemplo pratico, para
entendermos melhor esse conceito.

Suponha gque vocé tenha uma barra
de chocolate dividida em 12 pedacos
iguais, como mostra a Figura abaixo:
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Imagine, agora, que Vocé pegue 3
pedacos dessa barra para dar ao seu
amigo:

Nos podemos utilizar a fracao para

representar essa parte que foi
retirada.
Matematicamente, temos que

sobrepor os dois numeros. No caso
do exemplo acima, a fracao ficaria:

3

12

Em que 3 € o numerador e 12 é o
denominador.

Observacgoes: Note que todo numero
inteiro pode ser escrito como uma
divisdo de outros dois numeros
inteiros. Exemplo:

12

4 ==

As fracdes representam numeros
racionais, isso significa que elas
possuem as operacdes de adicao,
subtracdo, multiplicacdo e divis&o. E o
gue veremos a seguir.
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Adicao e Subtracao

Para somar ou subtrair,
primeiramente, devemos identificar
se os denominadores sdo iguais ou
diferentes. Se forem iguais, basta
repetir o denominador e somar os
numeradores. Entretanto, se os
denominadores forem diferentes,
antes de somar, devemos
transformar as fracdes para que
tenham o mesmo denominador. Para
isso, devemos tirar o minimo multiplo
comum (MMCQC) entre 0S
denominadores das fracdes e esse
valor passa a ser O novo
denominador. Em seguida, devemos
dividir o MMC encontrado pelo
denominador de cada uma das
fracdes e multiplicar o resultado pelo
numerador de cada uma delas. Veja
0s exemplos abaixo:

a) Denominadores iguais:

5 2 7
11+11_ 11

b) Denominadores diferentes:

= N4t MMC(16,4) =

CarSe

442 6

16 16
Multiplicacao de fracoes

Para multiplicar duas ou mais
fracbes, devemos multiplicar o
numerador da primeira com o
numerador da segunda (e assim

sucessivamente) e proceder da
mesma forma com 0s
denominadores, ou seja, na
multiplicacdo com fragdes, basta
multiplicar o numerador com
numerador e denominador com
denominador. Exemplo:

2 20 2.20 40

5 " 16 5.16 80
Divisao de fracoes

Para realizar a divisao entre duas
fragcdes, mantemos a primeira fracao
e multiplicamos pelo inverso da
segunda. O inverso de uma fracao é
obtido trocando o numerador pelo
denominador. Veja o exemplo a
seqguir:

2 .3 _ 2
7 5

N 7 _ 1
5

"3 15

Agora, para praticar o conteudo visto,
resolva os exercicios a seguir.

Exercicios propostos

01. Calcule as operacdes com fracdes:
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Mesmo sendo estruturadas da
mesma maneira, nem toda a fragao €
igual. Veremos agora alguns tipos
especificos de fracoes.

Fracao Propria

Nas fracdes proprias o numerador
possui valor absoluto menor do que o
denominador, ou seja, esse tipo de
fracdo representa um numero menor
qgue 1. Exemplos:

2
3

79

S
7 7 7100

Fracoes improprias

Ao contrario das fracdes proprias, nas
fragbes improprias o numerador
possui um valor absoluto maior do
gue o denominador, ou seja, essas
fragcbes representamm um numero
maior que 1. Exemplos:

100

3 7
2’7 57 79

FracOes aparentes

Nas fracdes aparentes, o numerador é
divisivel pelo denominador, ou seja,
esse tipo de fracdao pode ser
representada por um ndmero inteiro.
Exemplos:

50 49

5 49
37 10 7

Fragdes mistas

As fracdes mistas sao constituidas por
uma parte inteira e uma parte

. L. . 1

fracionaria. Por exemplo, a fragao 2+

tem como parte inteira 0 2 e como
. L. 1

parte fracionaria o —
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Uma fracdo mista pode ser escrita
como uma fracdo impropria. Para
isso, primeiro multiplicamos a parte
pelo denominador da parte
fraciondria e depois somamos o
resultado com o numerador da parte
fracionaria, esse valor corresponde ao
numerador da fragcao improépria. Em
relacdo ao denominador, sera o
mesmo da parte fracionaria. Veja o
exemplo a seguir.

Exemplo O1. Transforme em uma
fragdo impropria a seguinte fragcao
mista: 5 7.

Solugdgo:

Primeiro vamos encontrar o)
numerador da fragcdo impropria:
temos que multiplicar pelo
denominador e depois somar ao

numerador da parte fracionaria. Veja:
Numerador=5.3+2=15+2=17.

Como o denominador mantém o
mesmo da parte fracionaria, a fragao
impropria resultante é:

17

3

Também podemos realizar o
processo inverso, ou seja, transformar
uma fracao imprdépria em uma fracao
mista. Para isso, temos que fazer a
divisao do numerador pelo
denominador. O quociente da divisao
sera a parte inteira, o resto sera o
numerador da parte fracionaria e o
divisor serd o denominador da parte
fracionaria. Veja o exemplo:

Exemplo 02. Vamos transformar a
fracao impropria % em fracao mista.
Solucdo:

Primeiro temos que realizar a divisao
de 22 (numerador) por 4
(denominador):
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22 |4
20 5
2

O quociente é 5, entao, a parte inteira
serd 5. O resto é 2, que corresponde
ao numerador da parte fracionaria.
Por fim, o denominador é igual a 4
(divisor).

Portanto, fracao mista resultante é:
2
ST'
Fracoes equivalentes

As fragcdes equivalentes sao utilizadas

para representar a mesma
guantidade.

Vocé se lembra do exemplo do
chocolate, no inicio do capitulo?

Agora, vamos supor que ao invés de 3
pedacos, vocé retire 6 pedacos da
barra de chocolate; o que equivale a

metade da barra (;—). As fracdes % e

1 ~ ~ .
—-Sdo fracdes equivalentes.

Note que as fragcdes equivalentes
podem ser obtidas multiplicando ou
dividindo o numerador e o
denominador pelo mesmo ndmero,
desde que nao seja zero.

Veja:
6:6 _ 1
12:6 2
Fracoes Irredutiveis
Quando uma fracdo apresenta

valores altos no numerador e no
denominador, a fragao pode ser
representada por uma fracao
equivalente, com valores menores e

226

irredutiveis, ou seja, uma fragdao pode
ser simplificada.

A simplificacdo nada mais € que a
reducao da fragcao original, a qual
pode ser feita dividindo o numerador
e o denominador da fragcao pelo MDC
dos nUmeros em qguestdo. Por

exemplo, a fracao pode ser

100
simplificada dividindo o numerador e
o0 denominador pelo MDC dos dois
numeros. No caso MDC (100, 20) = 20.
Entdo, a fragcdo equivalente e

simplificada é igual a % Essa fracao
também ¢é chamada de fragao

irredutivel, ou seja, uma fragdao que
nao pode mais ser reduzida.

Fracoes Compostas ou
Complexas

Nas fragdes compostas, o numerador
e o denominador também sado
fracdes. Exemplo:

w|N|0\|m

Fracoes unitarias

Nas fragdes unitarias, o numerador é
o0 numero 1 e o denominador pode
ser qualquer valor inteiro maior de
zero. Exemplo:

1
5 ' 100

Fracoes decimais

Nas fragdes decimais, o denominador
é uma poténcia positiva de 10. Esse
tipo de fragcao também pode ser
representada na forma decimal.
Exemplo:
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Vamos praticar? Para fixagao do
conteudo acerca dos tipos de fragdes,
resolva os exercicios a seguir.

Exercicios propostos
0l1. Passe para a forma mista as
seguintes fracdes improprias:

26

a) <

59
2

147
) 13

125
8

d)

1313

€)=

02. Transforme as fragdes mistas em
fracdes improprias.

a)Z%
b) 1+
c)3%

03. Escreva a representacao decimal
das seguintes fracdes:

13
a) 55

b) -

>
56
)5
64
d)

Representacoes de uma
fracao

Nos vimos no inicio do capitulo que a
fracdo € a representacao de uma
divisao, ou seja, a fragcao representa a
relagao entre uma parte e o todo.
Entretanto, podemos escrever as
fracdes de mais duas formas
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diferentes: forma decimal e forma

percentual.

Agora veremos com mais detalhes a
representacdao de uma fracdao na
forma decimal.

Observagao: A representagao na
forma percentual serd estudada no
Capitulo Razbes, Grandezas
Proporcionais e Porcentagem.

N&s ja vimos que as fragcdes decimais
podem ser representadas por
numeros decimais.

Existe um tipo particular de ndmeros
decimais que ¢é a dizima periddica.

A dizima periddica € um numero
decimal que tem uma quantidade
infinita de algarismos e que se
repetem periodicamente, ou seja, é
um numero com “infinitas casas
depois da virgula”, na qual os
algarismos apos a virgula
apresentam uma repeticao. A parte
do numero que se repete é chamada
de periodo. Por exemplo:

a) 0,33333333... O periodo é igual a 33.
b) 1,42424242... O periodo é igual a 42.

C) 234,193193193... O periodo € igual a
193.

As dizimas periddicas mostradas nos
exemplos acima sdao chamadas de
dizima periddica simples, pois existe
apenas o periodo na parte decimal (o
periodo se inicie logo apds a virgula).
Além da dizima periédica simples,
nés temos as dizimas periédicas
compostas. Neste caso, a dizima
possui alguns algarismos antes do
periodo, que sdao chamados de
antiperiodo (hd um ou mais
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algarismos entre a virgula e o
periodo). Veja os exemplos:

a) 3,125555... A parte nao peridédica ou
antiperiodo é igual a 12 e o periodo é
igual a 5.

b) 1,7862222... A parte ndo periddica
ou antiperiodo é igual a 786 e o
periodo € igual a 2.

c) 0,0525252... A parte nao periddica
ou antiperiodo € igual a O e o periodo
éigual a 52.

Para evitar usar as reticéncias e deixar
claro qual é o periodo, podemos
escrever a dizima com o periodo
aparecendo apenas uma vez, mas
com uma barra acima dele, que
indica a sua repeticao. Por exemplo:

a)o,3
b) 1,42
c) 0,052

Observagao: Quando um numero for
decimal infinito, mas ndo apresentar
algarismos que se repetem, ou seja,
nao possui um periodo, ele ndo sera
uma dizima periddica e sim um
ndmero irracional.

Toda dizima periodica € um numero
racional, portanto, ela pode ser escrita
na forma de uma fragcdo. Por
exemplo:

>~ = 0,333.

a)
b) 5 = 1,424242..

52
990

c) = 0,0525252...

A fracdo que representa uma dizima
peridodica € chamada de fracao
geratriz, e existem alguns métodos
para determina-la, como veremos a

seguir.
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Fracao geratriz

Para determinar a fracdo de uma
dizima periédica simples, ou seja, que
Nnao possui o antiperiodo, podemos
seguir alguns passos:

Passo 1. Temos que escrever a dizima
como uma soma de sua parte inteira
com sua parte decimal.

Passo 2: Determinar o numero de
algarismos do periodo, em relagao a
parte decimal.

Passo 3: Escrever a fragao na qual o
numerador €& o periodo e o
denominador possui todos o0s
algarismos iguais a 9. A quantidade
de algarismos 9 é exatamente a
guantidade de elementos do periodo.

Passo 4: Por fim, somamos a fracao
obtida no passo 3 com a parte inteira
da dizima inicial (0 numero antes da
virgula), deixando a solug¢ao na forma
de fracao.

Para ficar mais claro, vejamos o
exemplo a seguir.

Exemplo 03. Obter a fracao geratriz
da dizima 25,33333...

Solugdo:

Primeiramente, vamos identificar as
partes da dizima: o periodo é igual a
3, a parte inteira é igual a 25; entdo a
parte decimal é igual a 0,333...

Aplicando-se os passos:
Passo 1. 25 + 0,33333...

Passo 2: NUmero de algarismo do
periodo: 1.

Passo 3: O numerador da fragao € 3 e
o denominador € 9 (pois o periodo so
possui um algarismo), entdo a fracao

< 3
sera 5"
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Passo 4: Por fim,

3

25 +—

25 + 0,333. 5

225
9

228

3
+9_ 9

Logo a fragao geratriz da dizima é:

228

T.
Para as dizimas periddicas
compostas, ou seja, as que possuem
um antiperiodo, temos que seguir os
seguintes passos para obter a fracao
geratriz:

Passo 1. Primeiro, vamos escrever a
dizima como a soma da parte inteira
com a parte decimal.

Passo 2: Determinar a quantidade de

algarismos do periodo e do
antiperiodo, em relagcdo a parte
decimal.

Passo 3. Determinar o numerador,
gue é composto pela diferenca entre
o numero formado pelos algarismos
do antiperiodo seguido dos
algarismos do periodo € o numero
formado pelos algarismos do
antiperiodo.

Passo 4: Determinar o denominador,
gue € formado pelos algarismos 9 e
0. A quantidade de 9 é igual a
guantidade de elementos do periodo;
e quantidade de O ¢€é igual a
quantidade de algarismos do
antiperiodo.

Passo 5: Por fim, soma-se a fragcao
obtida nos passos 3 e 4 com a parte
inteira da dizima inicial.

Para entender melhor, vejamos o
exemplo a seguir.
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Exemplo 04. Determine a fragcao
geratriz da dizima 2,12321321321...

Solugdgo:

Primeiramente, vamos identificar as
partes que compdem a dizima: o
periodo é igual a 321, o antiperiodo é
igual a 12 e a parte inteira € igual a 2;

entdao a parte decimal é igual a
0,12321321321...

Aplicando-se os passos:

Passo 1: 2 + 0,12321321321...

Passo 2. O periodo possui 3

algarismos (321) e o antiperiodo 2
algarismos (12).

Passo 3: Vamos determinar o

numerador da fracao:
12321 -12 =12309

Passo 4: E agora o denominador:
99000.

A fragcao obtida nos passos 3 e 4 é:

12309
99000

Passo 5. Portanto, a fracao geratriz
sera:

12309

2+ 99000
199800 + 12309 212109
99000 99000 99000

Logo a fragao geratriz da dizima é:

212109
99000

Tem-se ainda um terceiro método

gque pode ser utilizado para
determinar a fragao geratriz, tanto
para dizima simples guanto
composta.



¥R CASDinho

Matematica EPCAR

Esse método consiste em multiplicar
a dizima por poténcias de 10, de
forma que seja possivel eliminar a

repeticdo do periodo com uma
subtracao.

Para isso, primeiro temos que
identificar a parte inteira e parte

periddica da dizima. Em seguida,
igualamos a parte periddica a uma
incégnita. Depois, temos que
multiplicar a dizima por 10, para que
o periodo apareca na parte inteira.

Note que se houver dois niumeros no
periodo, multiplicamos por 100; se
houver trés numeros, multiplicamos
por 1000 e assim por diante.

Veja os exemplos a seguir:

Exemplo 05. Determinar a fracao
geratriz da dizima 0,3333...

Solucgdo:

Separando a parte inteira da
periddica, e igualando essa ultima a
uma incognita (x), temos:

x = 0,33333...

Vamos multiplicar por 10:

10. x 3,33333...

Agora temos que subtrair o periodo
na expressao acima:

10x — x = 3,333.. — 0,333..

Logo, a fracao geratriz € igual a %.

Exemplo 06. Determinar a fracao
geratriz da dizima 0,424242...
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Solugdo:

Separando a parte inteira da
periddica, e igualando essa ultima a
uma incognita (x), temos:

x = 0,424242..

Vamos, agora, multiplicar por 100,
pois o periodo possui dois algarismos:

100. x = 42,4242...

Agora temos que subtrair o periodo
Nna expressao acima:

100x — x = 42

99x 42

42

9

X
~ o 42
Logo, a fragao geratriz € igual a -

Exemplo 07. Determinar a fracao
geratriz da dizima 1,3525252...

Solugdo:

Separando a parte inteira da
periddica, e igualando essa ultima a
uma incégnita (x), temos:

x 1,3525252

Vamos multiplicar por 10

(antiperiodo) e por 1000 (periodo):

10. x = 13,525252...

1000. x 1352,525252

Agora temos que subtrair o periodo e
o antiperiodo:

1000x — 10x = 1339

990x 1339

1339
990
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. N 1339
Logo, a fragao geratriz € igual a -

Para verificar o seu entendimento,
resolva os exercicios a seguir:

Exercicios propostos

O1. Escreva se a representagao
decimal ¢é finita, infinita e periddica
ou infinita e ndo-peridédica:

a)17/5

b) 3,44

c) 3,123124125126...
d) 4/6

e)r

02. Encontre a fragao geratriz das
dizimas periddicas:

a) 0,7777..
b) 4,2424242...
¢) 1,015151515...

d) 0,002002002...
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01. (EPCAR - 2018) Considere os
numeros X e Y, expressos por:

. In.EJ-u.ﬁm ev-—t-. %_
7,36) - | = 2
7.38) [324]

Marque a alternativa verdadeira.

a) X € um numero racional nao inteiro
positivo.

b) X . Y é& um numero inteiro e
negativo.

c) X +Y éum numero irracional.

Y P ~ . ~
d) - € um numero racional ndo
inteiro e positivo.

02. (EPCAR - 2010) Certo dia, Isabela
e Ana Beatriz sairam para vender
pastéis na praia. Elas tinham juntas
460 pastéis, No final do dia,
verificou-se que Isabela conseguiu

3 .
vender — dos pastéis que levara e

. 5 L. -
Ana Beatriz - dos pastéis que levara,

Ao final do dia, o numero de pastéis
gue restou para Ana Beatriz era a
metade do numero de pastéis que
restou para Isabela.

Se Ana Beatriz, levou x pastéis para
vender, entdo, a soma dos algarismos
de X é:

a)6
b) 7
c)8

d) o

03. (EPCAR - 2009) Um estudante,
preparando-se para o Exame de
Admissdo ao CPCAR, resolveu todas
as N questbes de uma prova. Ele
acertou 8 das 18 primeiras e acertou

5
- das restantes.

Sabe-se que o estudante acertou 75%
do total de questdes da prova.

A quantidade de questdes que ele
errou nessa prova é um numero
compreendido entre:

a)5e10
b)10e15
c)15e 20
d) 20 e 25

04. (EPCAR - 2009) Jodo pagou a
metade dos % gue devia. Ao procurar
o credor para quitar o restante de sua

divida, foram-lhe apresentadas duas
propostas:

1°) Pagar tudo a vista com 10% de
desconto,

27) Assumir um acréscimo de 30%
para um  possivel pagamento
parcelado.

Jodo optou pelo pagamento a vista e
gastou exatamente 945 reais para
quitar o restante da divida. Caso
optasse pela 2° proposta, Jodo teria
gasto a mais um valor em reais
compreendido entre:

a) 390 e 410
b) 410 e 430
c) 430 e 450
d) 450 e 470
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05. (EPCAR - 2012) Analise as
proposi¢cdes abaixo.

) Uma jarra cheia de leite pesa 235
dag; com % de leite a jarra pesa 19,5

hg. O peso da jarra com % de leite éy

gramas. A soma dos algarismos de y
€ igual a 13.

1) Com % de 6,0 da metade de 1 lata

gue comporta 20l de tinta, um pintor
consegue pintar uma area de 16 m=.
Para pintar uma area 25% menor, sao
necessarios, 0,003 m? de tinta.

1) Um pedreiro prepara uma mistura
de 1 kg de cimento e 600 ml de agua.
Em seguida, ele aumenta 50% a
guantidade de cimento e mexe até
ficar homogénea a mistura, obtendo
1800 ml dessa mistura. Se a
densidade da dgua é g/ml, entdo a
densidade do cimento ¢ igual a 1,25
kal/l.

Tem-se que:

a) Apenas | é verdadeira.
b) Apenas Il € falsa;

c) Apenas | e Il sdo falsas.
d) |, Il e Ill sdo verdadeiras.

06. (EPCAR - 2013) Um O6nibus
percorre, na estrada, 9 km com 1 litro
de combustivel. O motorista desse
6nibus realizou uma viagem de 551
km. Ao sair do local de origem da
viagem, o ponteiro marcador de

. aA . . . 6
combustivel do énibus indicava 5 do

tanque. Apds o motorista percorrer
225 km, o ponteiro marcador de

combustivel do 6nibus indicou

2
tanque. Com base nessa situacao, €
correto afirmar que, ao chegar no
destino proposto, a quantidade de
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combustivel restante no tanque do
Onibus estava entre:

a) 11 e 12 litros
b) 12 e 13 litros
c) 13 e 14 litros
d) 14 e 15 litros

07. (EPCAR - 2013) Ha dois anos
Leticia tinha % da idade que seu pai
tem hoje. Daqui a um ano Leticia tera
% da idade atual de sua mae. Hoje a

soma das idades dos trés é igual ao
menor numero natural de trés
algarismos distintos divisivel por 3. Os
irmaos gémeos de Leticia tém hoje a
metade da idade que Leticia tera
daqui a oito anos. Atualmente, a
soma das idades dos trés irmaos é:

a) 24
b) 26
c) 28
d) 30

08. (EPCAR - 2013) Uma confecgao
de roupas foi contratada para
confeccionar os agasalhos de todos
os alunos do 1° ano CPCAR para o0 ano
de 2014. O prazo que a confecgao
teve para a execucao do trabalho foi
de 4 dias. Para isso, o gerente da
confecgao utilizou 6 maquinas tipo a,
cada uma trabalhando 6 horas por
dia e todas com a mesma
produtividade. Ao final do terceiro
dia, o gerente da fabrica verificou que

somente 0,3 de % dos agasalhos

estavam prontos. Sendo assim,
substituiu, no inicio do quarto dia, as
maquinas do tipo a por 3 outras do
tipo B, cada uma trabalhando 8 horas
por dia, e cada uma delas com o
triplo da produtividade de uma
maquina tipo a. Se as 3 maquinas
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tipo B tivessem sido utilizadas desde
O inicio, o servico teria sido realizado
em:

a) 20 horas
b) 16 horas
c) 12 horas
d) 10 horas

09. (UNICAMP - 2018) A
representacdao decimal de certo
ndmero inteiro positivo tem dois
algarismos. Se o triplo da soma
desses algarismos € igual ao préprio
ndmero, entdo o produto dos
algarismos € igual a:

a)10
b) 12
c) 14
d) 16

10. (UNICAMP - 2013) A razao entre a
idade de Pedro e de seu pai € igual a

%. Se a soma das duas idades € igual
a 55 anos, entao Pedro tem:

a) 12 anos
b) 13 anos
c) 10 anos
d) 15 anos
GABARITO

2
NOOWONNOUWOW®
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Os conceitos de razao e proporgao sao utilizados em varios aspectos do nosso dia

a dia,

por exemplo, para preparar uma receita utilizamos certas medidas

proporcionais entre os ingredientes; assim como 0s conceitos de porcentagem,
qgue esta presente nos descontos concedidos em compras, juros nas prestacoes
etc. Além disso, sao assuntos muito utilizados em outras disciplinas, como na
Fisica. Neste capitulo vamos entender o que cada uma significa e como elas se

relacionam.

A razdao é definida como a
comparacao entre dois ndmeros ou
duas grandezas e esta diretamente
relacionada com a operagao de
divisao.

A razao entre dois ndmeros a e b,
com b # O pode ser escrita de duas
formas:

a

,_ Ou a:b.
Os nUmeros a e b sdo os termos da
razdo e sao denominados de
antecedente e consequente,
respectivamente.

Observagao: a : b nés lemos como “a
esta para b" ou “a para b".

Exemplo 01 A razdo entre os
ndmeros 4 e 9 pode ser escrita como

9
4 e 0 consequente € 0 9.

ou 4 :9; em que o antecedente é o

Exemplo 02. Em uma prova com 50
guestdes, Lucas acertou 40. Qual a
razao entre o numero de erros e o
numero de acertos?
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Solucgégo:

Primeiro, vamos descobrir a

guantidade de erros:
50 - 40 =10 erros.

Entdo a razéo é:

10

1 .
5 =Tou1.4.

Podemos interpretar o resultado
como a cada 4 acertos, ele cometeu 1
erro.

Razao entre grandezas

Primeiro, vamos definir o que sao

grandezas. Uma grandeza é tudo
aquilo que pode ser medido ou
contado. Por exemplo: massa,
comprimento, velocidade, tempo,

temperatura, custo etc.

Entao, a razao entre duas grandezas,
dada em certa ordem, é a razao entre
a medida da primeira grandeza e a
medida da segunda grandeza.

Se as duas grandezas forem de uma
mesma espécie, elas devem ser
apresentadas na mesma unidade.
Veja os exemplos abaixo.
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Exemplo 03. A razdao entre 12 m e 15

L 12m 4
m é dada por .-— = — ou 4:5.

Note que as duas grandezas sao da
mesma espécie (comprimento) e
apresentam a mesma medida
(metro) e a razao entre elas é um
numero que nao apresenta unidade
de medida.

Exemplo 04. Um terreno tem 70 m
de largura e é representado em um
desenho por 30 cm. Qual a escala do
desenho?

Solucdo:

A escala é a razao entre a medida do
desenho e a medida real, ou seja, é a
razao entre grandezas de mesma
espécie.

As duas grandezas do exemplo nao
apresentam a mesma unidade (uma
estd em metro e a outra em
centimetro); entao precisamos fazer a
conversao de uma delas:

70 m =7000 cm

Logo, a escala é:

30cm 3
7000cm 700

Isso significa que cada 3 cm na
representacao (desenho) equivale a
700 cm no terreno.

Quando as duas grandezas que
formam a razdao nao sao da mesma
espécie, a razao apresenta uma
unidade e vai depender das unidades
das grandezas do antecedente e do
consequente. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 05. Um motociclista faz o
percurso de 450 km em 5 horas. Qual
a velocidade média dessa moto?
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Solucdo:

A velocidade média nada mais € do
que a razao entre o espago percorrido
e 0 tempo gasto. Sendo assim:

450 km
5h

= 90 km/h

Isso significa que a cada 1 hora de
viagem o motociclista percorre 90
km.

O quadro Abaporu de Tarsila do
Amaral é uma obra conhecida por
todos, que retrata uma figura
humana sentada em uma posi¢cao
pensativa, em uma paisagem arida e
ensolarada.

Fonte:https:./www.bbc.com/portuguese/geral-
47808327

Quando analisamos a pintura,
percebemos que algumas partes sao
muito pequenas em relagao as
outras. Em outras palavras, podemos
dizer que as suas medidas ndo sao
proporcionais. A seguir, vamos definir
O que €& proporcao € as suas
propriedades.


https://www.bbc.com/portuguese/geral-47808327
https://www.bbc.com/portuguese/geral-47808327
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Proporcao

A proporcao ¢é definida como a
igualdade entre duas ou mais razdes.

Vamos considerar os ndmeros a, b, ¢
ed comb+#0ed =+ 0, eles estarao
em proporgao se a razao entreaeb
for igual a razao entre ¢ e d; a qual
podemos representar como:

a _ ¢ Ch o— .
T—doua.b—c.d

Os termos a e d sdo chamados de
extremos e os termos b e ¢ sao
chamados de meios.

Observagao: nés lemos como “a esta
para b assim como c esta para d".

Propriedade fundamental das
proporcoes

A propriedade fundamental das
proporcdes nos diz que o produto
dos extremos é igual ao produto dos
meios.

Considere a proporgdo --=--, de

acordo com a propriedade
fundamental das proporcdes:

a.d=b.c

Na pratica, isso significa que temos
uma multiplicacao na forma de cruz.

A propriedade fundamental pode ser
utilizada para verificar se duas razbes
Sao0 proporcionais ou nao. Além disso,
também é utilizada para determinar
o valor de uma incégnita na
proporc¢ao. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 06. Qual o valor de x na
equacao:

3x—1
x+4

2
3
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Solugdo:

Pela propriedade fundamental da

proporcao:

Bx—-1).3 = (x+4).2
9x — 3 = 2x + 8
9% — 2x = 8 + 3

7x = 11
y =

7
Propriedades da Proporcao

Além da propriedade fundamental,

as proporgcdes apresentam mais
algumas propriedades, que sdo
enunciadas a seguir.

Propriedade 1. A soma dos

antecedentes estd para a soma dos
seus consequentes, assim como cada
antecedente esta para o seu
respectivo consequente. Veja:

4 _ C

b~ d
a+c_i0ua+c_L
b+d ~— b b+d ~ d

Propriedade 1

Propriedade 2: A diferenca entre os
antecedentes esta para a diferenca
de seus consequentes, assim como
cada antecedente esta para o seu
respectivo consequente. Veja:

2 _ €
b~ d
a—c_ioua—c_L
b—d ~— b b—d ~— d
Propriedade 2

Propriedade 3: A soma dos termos
da primeira razdo estd para seu
antecedente, assim como a soma dos
termos da segunda razao esta para
seu respectivo antecedente. Veja:



¥R CASDinho

Matematica EPCAR

4 _ <
b~ d
ath _  cxd
a - c
Propriedade 3

Propriedade 4: A soma ou diferenca
dos termos da primeira razdao esta
para seu consequente, assim como a
soma dos termos da segunda razao
esta para seu respectivo
consequente. Veja:

4 _ <
b~ d
atbh _  cxd
b T 4
Propriedade 4

Propriedade 5. O produto dos
antecedentes estda para o produto
dos consequentes, assim como O
guadrado de cada antecedente esta
para o quadrado do seu consequente.
Veja:

a _ <
b~ d
2 2
a.c =a_0u a.c =C_
b.d B2 b.d pe
Propriedade 5

Agora vejamos alguns exemplos para

entender a utilizacdao  dessas
propriedades.
Exemplo 07 Determine  dois

numeros (X e y), sabendo que a sua
soma é 54 e que arazao entre eles é1
2.

Solucdo:
O enunciado nos diz que:
= X

x+y=>54e "

Aplicando a propriedade 3

~ 1
proporcdo % = —, temos que:

na
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+

2

x+y _ 1
x

[uny

Comox + y = 54:

54 _ 3

x 1

Agora, vamos utilizar a propriedade
fundamental:

54
3

18

X

Encontramos o valor de x, agora
vamos descobrir o valor dey:

x+y =54
y =54 —18 = 36

Entdo, os valores de X e y sao,
respectivamente, 18 e 36.

Exemplo 08. Determine dois
numeros sabendo que a diferenca
entre eles é igual a 12 e que o maior
deles (a) esta para o menor (b) assim
COMoO 6 esta para 5.

Solugdo:

Pelo enunciado temos que:
a—-b=12e—

Vamos aplicar a propriedade 4 na

~ a __
proporgéo - = <

[o=y

L
a 6

Agora, vamos utilizar a propriedade
fundamental:

al=12.6

a=72
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Encontramos o valor de a, agora
vamos descobrir o valor de b:

a—b=12

b=a-12=72 —-12 = 60

Entado, os valores de a e b sdo 72 e 60,
respectivamente.

Agora é a sua vez, resolva os

exercicios a seguir.
Exercicios propostos

01. Qual o valor de x na proporgao:

x—3
2

X
5

02. Determine dois numeros (X e y),
sabendo que a diferenca entre eles é

. X 25
igualal8e que - =I5~

03. Determine dois numeros (a e b),
sabendo que a soma entre eles é
igual a 300 e que a esta para b assim
como 9 esta para 11.

As vezes, quando ocorre a variacado de
uma grandeza, a outra grandeza
também sofre variagao, ou seja, as
duas grandezas se relacionam.

A relacao entre duas grandezas pode
ser de dois tipos: diretamente
proporcionais e inversamente
proporcionais.

Grandezas diretamente
proporcionais

As grandezas sdao diretamente
proporcionais quando a variagao de
uma provoca a variacao da outra, ou
seja, se uma grandeza duplica a outra
também ird se duplicar ou se ela é
dividida a outra também ird se dividir.
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Considere duas grandezas A e B,
sendo A = {a,, a,, a3, ..} € B = {b,, b,, b3,
4 elas serao diretamente
proporcionais se:

(11 _ i_ _
== e =k
O k & chamado de constante de
proporcionalidade.

Exemplo 09. Suponha que um
onibus percorre 90 km em 1 hora, 180
km em 2 horas e 270 kmn em 3 horas.

Note que quando aumenta a
distancia percorrida, o tempo gasto
também aumenta. Entdo, neste caso,
a distancia percorrida e o tempo
gasto sao grandezas proporcionais,
ou seja:

distancia __ 90 - 180 — 270 = 90

tempo 1 2 3

Em que a constante de

proporcionalidade é igual 90.

Grandezas inversamente
proporcionais

Nas grandezas inversamente
proporcionais ocorre o oposto do que
acontecia nas grandezas diretamente
proporcionais. Neste caso, a variagao
de uma grandeza provoca a variagao
da outra de forma inversa, ou seja, se
uma aumenta a outra reduz ou
vice-versa.

Considere duas grandezas A e B,
sendo A = {a,, a,, a3, ...} e B = {b,, b,, b3,

4 elas serao inversamente
proporcionais se:
alb1 = c12b2 = =k

O k €& chamado de constante de
proporcionalidade.
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Exemplo 10. Suponha que um carro
percorra a mesma distadncia. Se ele
andar a 120 km/h gastara 1 hora, se
andar a 60 km/h gastara 2 horas e se
andar a 40 km/h gastara 3 horas.

Note que quando o carro aumenta a
sua velocidade, o tempo gasto por ele
diminui. Portanto, neste caso a
velocidade e o tempo sdo grandezas
inversamente proporcionais, ou seja:

v.t 120.1 = 60.2 = 40.3 = 120

Em que a constante de

proporcionalidade é igual a 120.

Observacao: Podemos analisar as
relacdes de proporcionalidade entre
duas grandezas de uma outra forma,
mais simplificada.

Suponha que as grandezas A, B, C e
D se relacionam da seguinte forma:

A_LC
B~ D
Vamos isolar a grandeza A:
As grandezas do outro lado da

equacao (B, C e D) sao diretamente
proporcionais a grandeza isolada (A)

se estiverem no numerador e
inversamente proporcionais se
estiveremm no denominador. Além

disso, se duas grandezas estiverem
do mesmo lado da equacao, elas
serao diretamente proporcionais se
estiverem divididas e inversamente
proporcionais se estiverem
multiplicando.

No caso da relagao acima:

e B e C s3o diretamente

proporcionais a A.

e D é inversamente proporcional
aA.
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e C e B s3o inversamente

proporcionais.

e C e B sao diretamente

proporcionais a D.

Exemplo 11. A for¢ca centripeta € a
forca resultante que puxa o corpo
para o centro da trajetéria em um
movimento curvilineo ou circular. O
valor numérico dessa forca é dado
pela expressao:

Em que F., € a forgca centripeta, m € a
massa, v € a velocidade e R € o raio
da curva.

| - A forca centripeta é diretamente
proporcional a massa e a velocidade
e inversamente proporcional ao raio
da curva.

I - A massa e a velocidade sao
diretamente proporcionais ao raio da
curva.

Il - A massa e a velocidade sao
grandezas inversamente
proporcionais.

Uma ferramenta muito utilizada na
resolucao dos problemas envolvendo
duas ou mais grandezas
proporcionais, para encontrar um
valor desconhecido, € a regra de trés.
A base para a sua utilizacao € a
propriedade fundamental das
proporgdes, que nods vVimos No inicio
do capitulo. Entretanto, a regra de
trés sera estudada com mais detalhes
em um outro capitulo (Regra de trés
simples e composta).

A porcentagem representa uma
razao cujo denominador é igual a 100
e, assim como toda razao, indica a
comparacao de uma parte com o
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todo. Por exemplo, para sermos
aprovados no vestibular devemos
acertar no minimo 60% das questdes,
isso significa que a cada 100 questdes
devemos acertar no minimo 60.

A porcentagem pode ser expressa de
trés formas:

e Porcentagem: X%, l|é-se por
cento. A expressdao por cento
significa por cada cem.

X
ryels

e Fragao: <5

e Decimal:0,X.

Note que:
X% = —=

Exemplo 12. Passe 75% para a forma
de fragao e para a forma decimal.
75

75% = = = 0,75

< 75
e — e a

Entao, a forma de fracao 00

forma decimal é 0,75.

Exemplo 13. Escreva 0,06 na forma de

porcentagem.
0,06 = == = 6%
’ 100
Entao, 0,06 na forma de
porcentagem fica igual a 6%.
Note que para passar da forma

decimal para porcentagem, basta
multiplicar o ndmero por 100.

Exercicios propostos

04. Escreva as porcentagens na
forma decimal:

a) 4%
b) 0,25

) 157 %
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05. Escreva os decimais na forma
percentual:

a) 0,36
b) 1
c) 0,005
Regras praticas

Vamos ver agora algumas regras que
facilitam na hora de resolver os
exercicios envolvendo porcentagem.

Regra 1. Um dos métodos utilizados
para calcular a porcentagem (X%) de
uma quantidade determinada (A)
consiste em transformar a
porcentagem na forma de fracao ou
de numero decimal e, em seguida,
multiplicarmos esse numero pela
guantidade. Assim:

v X v
A'=—5.AOUA =0,X. A
Observacao: Para calcular a
porcentagem de um determinada
guantidade também podemos

utilizar a regra de trés.
Regra 2. Quando queremos

aumentar a quantidade A em X%,
devemos utilizar o seguinte método:
v X
A= (1 +55). A
Regra 3. E para diminuir a
quantidade A em X%, o método é
similar ao utilizado na Regra 2, mas
ao invés de somar, Nnds subtraimos.
Vejamos:

X

A=(0 -5

). A
Exemplo 14. Quanto é 15% de 3877

Solucdo:

Vamos resolver utilizando a Regra 1:
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Primeiro, temos que passar os 15%
para a forma de fracao ou decimal:

15

15% = Yoo = 0,15
Entao:
15 _ 15.387 5805
Too - 387 =" 0. — 9805
ou0,15. 387 = 58,05

Agora, vamos resolver esse mesmo
exemplo utilizando a regra de trés:

387 100%

X - 15%

Multiplicando em cruz, temos que:
x = 58,05.

Exemplo 15. Uma mercadoria que
custava R$2400 sofreu um aumento
passando a custar R$2700. A taxa de
aumento foi de quantos por cento?

Solucdo:
Pelo enunciado temos que:

A =2000 (preco inicial)

A = 2700 (preco final, apds o
aumento)
Utilizando a Regra 2:
X
2700 = (1 + =55) - 2400
2700 — (1 +L

2400 100

1,125 = 1 + -~

X — —

oo = 1,125 — 1 = 0,125
Passando 0,125 para a forma de
porcentagem, temos que o0 aumento
foi de 12, 5%.

Exemplo 16. Um produto no valor de
R$2000 teve um desconto de 35%.
Qual o valor apds o desconto?
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Solugdo:
Pelo enunciado temos que:

A =2000 (preco inicial)

35
o0 = 0,35

X =35%

Utilizando a Regra 3:

35

A= (1—=>). 2000
A" = (Ho — =2 2000
A= —2-.2000
A" = 1300
O valor apdés o desconto foi de

R$1300, 00.
Exemplo 17. Descontos sucessivos

Ao comprar um produto, o vendedor
lhe oferece um desconto de 40% ou
dois descontos sucessivos de 20% e
20%. Qual é o mais vantajoso para
vocé?

Solugdo:

Primeiro, vamos calcular quanto seria
O preco apos o desconto de 40%; para
isso, vamos utilizar a Regra 3:

A =(1-0,40).P =0,6.P

Entdo, com o desconto de 40% o
preco do produto seria 0,6 vezes o
preco inicial.

Agora, vamos ver quanto custaria o
produto apds os dois descontos
sucessivos de 20%.

Neste caso, temos que calcular o
desconto em cima do preco inicial e
depois calcular o segundo desconto
com base no resultado obtido, ou
seja:
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- Primeiro desconto de 20%:
A" =(1-0,20).P=0,8.P
- Segundo desconto de 20%:
A" = (1 -0,20).0,8.P = 0,64.P

Entdo, com os dois descontos
sucessivos de 20% o preco do
produto seria 0,64 vezes O preco
inicial.

Vamos supor que o preco inicial do
produto seja igual a 100 (P = 100).

Entdo, para o desconto de 40%, o
preco final sera: 0,6.100 60 ; e para
os dois descontos sucessivos de 20%
sera de: 0,64.100 = 64.

Portanto, o mais vantajoso, para
guem estda comprando, seria o
desconto de 40%.

Note que em descontos sucessivos,
devemos calcular o) primeiro
desconto sobre o valor inicial e sobre
o resultado determinar o segundo
desconto, e assim sucessivamente.

Exercicios propostos

06. Uma obra de arte foi revendida
por R$10.000, com prejuizo de 20%
sobre o preco de compra. O objeto foi
comprado por qual valor?

07. Os vendedores de uma loja
recebem mensalmente um saldrio
fixo no valor de R%$1200,00 e uma
comissdao de 6% referente ao valor
total do que venderam no més.
Sendo assim, qual sera o valor
recebido por um vendedor que
vendeu no més R$14000,007?

08. Em uma loja, um fogao custava
R$1500,00 e seu preco sofreu um
aumento de 5%. Logo apds o
aumento a loja resolveu fazer uma
promogao oferecendo um desconto
de 3% no mesmo produto. Qual o
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valor do produto apds o aumento e
apds o desconto?
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01. (EPCAR - 2017) Até a primeira
quinzena do més de marc¢o de 2017, 0
combustivel  comercializado  nos
postos de Nnosso pais era uma mistura
de 1 parte de etanol para 3 partes de
gasolina. Considere esse combustivel
e um outro que apresenta a mistura
de 4 partes de etanol para 9 partes de
gasolina. Juntando-se os volumes
iguais dos dois combustiveis, a nova
relacao de etanol para gasolina, nesta
ordem, sera:

a) 5/9
b) 5/12
c) 29/75
d) 31/75

02. (Enem - 2018) Um mapa € a
representacao reduzida e
simplificada de uma localidade. Essa
reducao, que ¢é feita com o uso de
uma escala, mantém a proporcao do
espaco representado em relagcao ao
espaco real. Certo mapa tem escala: 1
:58.000.000.

Considere qgue, nesse mapa, O
segmento de reta que liga o navio a
marca do tesouro mecga 7,6 cm. A
medida real, em quilébmetros, desse
segmento de reta é:

a) 4408
b) 7632
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c) 44080
d) 76316
e) 440800

03. (EPCAR - 2010) Numa turma de
um cursinho, 40 % dos alunos sao
menores de idade. Com o objetivo de
gue somente metade dessa turma
fosse composta por alunos maiores
de idade, x% dos alunos maiores de
idade foram remanejados para outra
turma.

Sabendo-se que nao houve mais
mudang¢a nessa turma, € correto
afirmar que x é igual a:

a) 20
b) 30
€) 33,1
d) 33,3

04. (EPCAR - 2010) Um comerciante
vendeu 50% dos % do seu estoque de

pares de meia, com lucro de 30%
sobre o custo. Como pretendia
renovar o estoque, reduziu o preco de
venda e acabou tendo um prejuizo
de 10% sobre o custo com a venda
dos pares que restavam em sua loja.
E correto afirmar que, ao final do
estoque, esse comerciante teve,
sobre o custo, um:

a) lucrode 2%
b) lucro de 20%
C) prejuizo de 2%

d) prejuizo de 20%
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05. (Colégio Embraer - 2019) Apods
completar o album da Copa América,
Alex distribuiu todas as figurinhas
repetidas que ainda tinha. Deu a
guarta parte do total para Beto e a
terca parte das figurinhas restantes
para Caio. Em seguida, terminou a
distribuicao entregando as ultimas,

14  figurinhas, para Denis, Na
distribuicao feita por Alex, Caio
recebeu:

a) 6 figurinhas
b) 7 figurinhas
c) 9 figurinhas
d) 11 figurinhas.

06. (EPCAR - 2010) Em um certo
periodo, o valor total da cesta basica
de alimentos subiu 82% e o salario
minimo, nesse mesmo periodo,
aumentou 30%.

Para que recupere o poder de
compra da cesta basica de alimentos,
o salario minimo devera ser
aumentado em y%.

O valor de y, entao, € tal que 20 esta
paray assim como 8 esta para:

a)12
b) 16
c) 24
d) 32

07. (Colégio Embraer - 2015) Em
uma grafica, quatro maquinas iguais,
funcionando simultaneamente,
gastam Th 45 min para imprimir certo
numero de paginas de um livro. O
ndmero de maquinas iguais as
primeiras necessarias para imprimir o
mesmo numero de paginas desse
livro em uma hora serd igual a:

a)5
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b) 6
c)7
d)8

08. (EPCAR - 2009) Um estudante
preparando-se para o Exame de
Admissao ao CPCAR, resolveu todas
as N questbes de uma prova. Ele
acertou 8 das 18 primeiras e acertou

> das restantes. Sabe-se gue o

6
estudante acertou 75% do total de
guestdes da prova. A quantidade de
guestdes que ele errou nessa prova é
um numero compreendido entre:

a)5e10
b)10e15
c)15e 20
d) 20 e 25

09. (EPCAR - 2018) Elisa pretende
comprar um computador qgue custa X
reais. Ela possui 70% do valor total do
computador e ainda vai ganhar de
seus avos uma herancga, que sera
totalmente repartida entre ela e suas
irmas Daniela e Lavinia. Nessa
partilha, Elisa recebeu 0,2777.. da
heranca, Daniela 1200 reais e Lavinia

7
=5 da heranca. Ao fazer as contas do

qguanto possuia para comprar o
computador, percebeu que ainda lhe
faltava 200 reais para realizar a
compra.

O valor de x do computador &, em
reais, tal gue o ndmero de divisores
naturais de x é:

a)18
b) 20
c) 22

d) 24
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10. (EsPCEx - 2020) No ano de 2010,
uma cidade tinha 100.000 habitantes.
Nessa cidade, a populacao cresce a
uma taxa de 20% ao ano. De posse
dessa informacao, a populacao dessa
cidade em 2014 sera de:

a) 207.360 habitantes
b) 100.160 habitantes
¢) 180.000 habitantes
d) 172.800 habitantes
e) 156,630 habitantes

GABARITO

sLeNauruN=
>O0COWTWO>»O>ON
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Neste capitulo,

utilizaremos as propriedades estudadas nos capitulos de

Fatoracao, Potenciacao e Radiciagcao para resolver as expressdes numéricas. Além
disso, iremos aprender uma nova técnica para simplificar fracdes com raizes no
denominador, chamada racionalizacao.

As  expressdes numéricas  sao
definidas como uma sequéncia de
operacgdes, envolvendo numeros
reais, que devem ser efetuadas em
uma ordem determinada, obtendo
um numero real como resultado.

Para garantir que o resultado de uma
expressao numerica seja consistente,
as operacdes devem ser realizadas
obedecendo uma ordem:

1) Potenciacao e radiciagao.
2) Multiplicagao e divisao.

3) Soma e subtracao.
Vejamos o0 exemplo a seguir.

Exemplo O1. Resolva a expressao
numeérica a seguir:

2

6
-t 3,2

Para resolver a expressao, primeiro
devemos realizar a  operagao de
potenciac¢ao:

36

= + 3,2
Em seguida, a divisao:

18 + 3,2

Por fim, efetuamos a
obtemos o resultado:

adicao e

18 + 3,2 = 21,2
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Os parénteses ( ) sao utilizados para
alterar a ordem em que as operagdes
sao realizadas. As operacdes entre
parénteses tem prioridade, ou seja,
devem ser resolvidas primeiro. Veja:

3-41-7=12,3-7=5,3

3-(41—-7)=3-(—29= —87

Em fracdes ou raizes com muitos
termos, podemos considerar que o
numerador, o denominador e o
radicando estao entre parénteses.
Isso significa que devemos primeiro
resolver e} numerador, o
denominador e o radicando para
calcular a expressao em uma fracao
ou raiz.

Exemplo 02 Resolva a seguinte
expressao numerica:

12,4 +3,6+1
+ 7

5-3-2
A expressao pode ser reescrita como:

(J(12,4 +3,6) + 1) 47

(5-32)

Resolvendo, seguindo a ordem de
prioridades, temos:

(/16 +1)
o 7

SECES R
_ 5
=—=+7

=—5+7=2
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Embora menos utilizados, podem
aparecer também os colchetes [] e as
chaves { }. Neste caso, a ordem de
preferéncia de resolucao é:

1) Parénteses.
2) Colchetes.
3) Chaves.

Exemplo 03. Encontre o valor da
seguinte expressao numeérica:

5 )

=N + 3

3

4

+8
Primeiramente, iremos resolver as
expressodes internas entre parénteses:

16 1
35 +8(4) -4
6-(—§)+2
Agora, vamos realizar as operac¢des

seguindo as ordens de prioridade até
chegar no resultado final:

+ 3

-1
316 [ 8
+ 4
9 3-4
—_— + 3
[ _64 5 ]
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As  expressbes  algébricas sao
semelhantes as expressdes
numeéricas, mas ao invés de apenas
ndmeros, temos também variaveis
envolvidas. Veja alguns exemplos de
expressoes algébricas.

a+b

Exemplo 04. o

Exemplo 05./(x + 2y)’ — 8xy

-2
Exemplo 06. (T + T) (pq)l/2

Para simplificar as expressdes
algébricas, devemos recorrer as
técnicas de fatoracdao e produtos
notaveis, estudadas em capitulos
anteriores.

Vamos revisar alguns dos principais
produtos notaveis que iremos utilizar
neste capitulo.

a) Quadrado da soma ou diferenca:
@+ 2ab +b° = (a + b)°
@’ — 2ab + b = (a — b)°
b) Diferenca de quadrados:
a’ —b* = (a + b)(a — b)
c) Cubo da soma ou diferenca:
@’ +3d’b + 3ab” + b’ = (a + b)’
@’ —3d’h + 3ab’ = b’ = (a - b)°
d) Diferenca de cubos:
@’ — b’ = (a - b)d + ab + b))

e) Soma de cubos:

@’ +b° = (a+b)a - ab + b
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Exemplo 07. Simplifique a expressao
algébrica a seguir,paraa#bea+ — b

1 a+b a—b 4 4

2 \/( a—b + a+b )(201 —2b )
Solugdo:
Primeiramente, iremos somar as

fracdes entre parénteses, temos:

a+b
a—b

(a+b)*+ (a—h)°
(a—b)(at+h)

a=b __

+a+b_

a2+ 2ab + b2+ ¢12—2ab+b2
(a—b)(a+b)

_2d°+2b°

B a*—p’
Pela diferenca de quadrados:
2a" — 2b* = 2 + b)Y - b))

Substituindo na expressao original,
temos:

2 2
T \/—Z“J Z-2(a” + b)(@ — b)
a—b

=< \/z(a2 +b°)2(a” + b)

2

2 2

2 (@ + ) =\(d + )

Como d’ + b >0 para quaisquer a e b
reais, ndo €& necessario indicar o
modulo  ao  simplificar a raiz
guadrada:

\ (a2 + bz)2 = a2 + b2

O valor numérico de expressdes
algébricas é obtido quando
substituimos as variaveis pelos seus
valores numeéricos e resolvemos a
expressao numeéerica correspondente.
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Quando uma questao pedir o valor

numeérico de uma expressao
algébrica, é importante simplifica-la
antes de substituir os valores

numeéricos; assim, evitamos calculos
desnecessarios.

Exemplo 08. Obtenha o valor da

expressao  algébrica, para para
x=20,7:

X +8 X’ —9x’+27x—27

x2—2x+4 x2—6x+9
Solucdo:

Substituir diretamente o valor de x na
expressao acima pode ser bastante
trabalhoso. Além disso, juntar as
fragdes a um denominador comum
Nnao parece ajudar nesse exemplo
também.

Entdo, vamos tentar simplificar cada
fragao individualmente:

Na primeira  fragao, para o)
numerador, vamos utilizar a soma de
cubos:
x3 + 8 = x3 + 23
=(x+ 2)(x2 - 2x + 22)
= (x +2)(x" — 2x + 4)

Substituindo o resultado na fragao:

x3+8 _ (x+2)(xz—2x+4)
x2—2x+4 x2—2x+4
=x+ 2

Na segunda fracao, temos um cubo
perfeito (numerador) dividindo um
quadrado perfeito (denominador):
X —9x" + 27x — 27
=x —33x +33°x -3

=(x - 3)°
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X — 6x +9
=x'—23x+3
=(x — 3)2
Assim:

x=3)°
(x-3)*

X —9x*+27x—27
x2—6x+9

=x—3
Logo, a expressao algébrica original
pode ser simplificada para:

x+2+x—-—3=2x-1

Parax = 0,7, o valor numérico é:

2:0,7—-1=0,4

Em determinadas condicdes, temos
que ter atencao na hora de obter os
valores numéricos das expressdes
algébricas, em relacdo as suas
variaveis.

Por exemplo, lembre-se de que ndo é
possivel dividir por zero ou extrair
raizes de indice par de numeros
negativos, entre os nUmeros reais.

Exemplo 09. Considere a seguinte
expressao algébrica:

1
x—2

O denominador x — 2 deve ser
diferente de zero. Logo, a expressao &
definida para:

XF2.
Exemplo 10. Na expressao:

Vx + 2y

o radicando «x + 2y deve ser
nao-negativo, ou seja, maior ou igual
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a zero. Logo, a expressao é definida
para:

x + 2y =0.

Para expressdes assim € necessaria
uma condi¢ao de existéncia, ou seja,
temos que estabelecer um conjunto
de valores para os quais tal expressao
é definida.

Exemplo 11. Determine a condi¢cao de
existéncia da seguinte expressao
algébrica:

\x+2+4y—3
2 2
x —4y
Solucdo:

Neste exemplo, temos que nos
atentar em relagcdao a raiz quadrada,
presente no numerador, e ao
denominador, ou seja, teremos duas
condicdes de existéncia. Assim:

No primeiro caso, temos x + 2 dentro
de raiz quadrada, entao:

x + 2=>0,0useja, x> — 2.

Ja no segundo caso, como temos

2 2 . .~
X — 4y no denominador, a condi¢cao
de existéncia é:

X - 4y2¢0.

Sabendo que,
X' =y’ = (e + 2)(x - 2y),

Entdo:
x#F2yex+ — 2y.

Logo, a condi¢ao de existéncia da
expressao algébrica é: x> — 2, x # 2y
ex+ — 2y.
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Exercicios resolvidos

O1. (CN - 2016) Calcule o valor de

133433

+ 89430 + —3'§5 + N ™o

5
1,5 =2 . (=1p8

/
,\“1256

X=

e assinale a opc¢ao correta:
a) 2"

b) 2%°

c) 2%

d) 2%

e) 2%

Resolucdo:

Primeiro, iremos calcular o expoente

da expressao:
_ \7/ 3°'(1+3%)
- 10

7 321+323
10
21
7/ 310 7[,21 . 3
=\ = 3 =3" =3 =27

Aplicando as propriedades da
potenciagcao e radiciagao, calculamos
a base:

1125"’+8943°+—3;§5 +1

15-27"+(-1)"*

1414141 4
~ 15-05+1 ~ 2

Logo,

x =27

0N
)

Portanto, a
alternativa E.

resposta correta
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02. (EPCAR - 2011) Considere os
ndmeros reais a, b e x tais que

a+b=x

a#b+0
O valor da expressao

(@’ +2ab+b") (@’ =b")
(a*=b*)(d*+ab+b")

Y = a’—ab
2a
é:
a)2
b) 2x*
c) x?
d) x3/2
Resolucdo:

Iniciaremos calculando o valor do
numerador de:

(a2+2ab+b2)(a3—b3)
(az—bz)(az+ab+bz)

_ (a+b)’(a=b)(a"+ab+b’)
(a+b)(a—b)(a"+ab+b")

=a+b

Substituindo na expressao original e
simplificando-a, temos:

Y = at+b _ 2a(a+b) __ 2a(atbh)
- azfab - az—ab - a(a—b)
2a
_ 2(a+b) _ 2x _ 2
= e T X

(O
Q

Portanto, a
alternativa B.

resposta correta
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Exercicios propostos

-1
01. Simplifique a expressao x—”_—l edé
e

y
o valor numérico dessa expressao

quandox =y = 3.

02. (CN - 2006/Adaptada)

Considerando que X+ y2 — xy #0,
simplifique a fracao:

x(x2+x—y)+yz(y+1)

2,2
x +y —xy

03. (EPCAR - 2018/Adaptada)
Considerando a devida existéncia,
fatore e efetue as simplificacdes na
fracao:

—ab2+b2c+bcz+acz—azc—a2b

azc+2abc+bzc—a3—2azb—ab2

Antes de surgir os computadores e
calculadoras, muitas 4reas do
conhecimento, como a astronomia,
dependiam de trabalhosos calculos
Mmanuais.

Em particular, calcular manualmente
o valor aproximado de fragbes com
ndmeros irracionais no denominador,

1 1
cCoOMo — ou ———, pode ser bastante
- P

V2
complicado. Isso ocorre porgue os

ndmeros irracionais nNao possuem
representacao decimal finita. E,
mesmo usando valores decimais

aproximados, a divisao por ndmeros
decimais € uma operagao trabalhosa.
Além disso, o uso de aproximagdes
pode levar a propagacao de erros nos
calculos, o que se torna um problema
em aplicacdes praticas.

Felizmmente, existe um  artificio
matematico que € utilizado para
facilitar a resolucao de equacgdes que
envolvam a divisdo por nudmeros
irracionais, que é a racionalizacao.
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O processo de racionalizagao permite
achar uma fragcao equivalente, que
nao tenha o problema da raiz no
denominador da fracao, ou seja, ela

funciona transformando um
denominador irracional em um
racional.

Embora hoje tenhamos
computadores e calculadoras para
efetuar divisbes por numeros

irracionais com maior
racionalizacao segue sendo uma
ferramenta importante para
simplificar as expressdes numéricas.

precisao, a

Agora iremos aprender os principais
casos de racionalizacao, por meio de
exemplos. Todos 0s casos sao
resolvidos usando o mesmo principio:
multiplicar o numerador e o
denominador pelo mesmo numero,
garantindo que as fragdes sejam
equivalentes, ou seja, o valor da
fracdo nao se altera. O numero
escolhido para isso € chamado de
conjugado ou fator racionalizante.

Exemplo 12. Racionalize

denominador da fragao:

o
-

V2

Nesse caso, sabendo que+/2 -2 = 2é
um numero racional, podemos
multiplicar o numerador e o
denominador por +2. Em outras
palavras, vamos multiplicar a fragcao

2 .
por */—Zz 1, 0 gue mantém seu valor

\/’

inalterado:

A L 2 2 _ 2

2 V2o 42 V22 2
Portanto, racionalizando o
denominador de % obtemos %
Para fins de \verificagdo pratica,

podemos conferir que o valor é o
mesmo com O uso da calculadora,
veja as figuras abaixo. No entanto, o
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valor apresentado nao deixa de ser
uma aproximagao, ja que numeros
irracionais nao possuem
representacao decimal finita.

1/(V(2})

0,7071067811865475

2 =2

0,7071067811865475

O exemplo apresenta o caso mais
simples, em gque temos apenas uma
raiz quadrada no denominador.
Generalizando, temos que para
racionalizar um denominador desse

tipo (+Ja), multiplicamos o numerador
e o denominador também por /a:

__Li i
Na o Aa”

Agora veremos alguns exemplos de
como fazer racionalizagao em alguns
Casos especiais que envolvem indices
Nnao quadraticos ou com operacdes
entre raizes.

Exemplo 13. Racionalize o)
denominador da fragao "

A principio, poderiamos seguir a
mesma estratégia do exemplo
anterior e multiplicar, tanto o
numerador, quanto o denominador

/5. Entretanto, isso ndo vai

. . 3/_.2
funcionar, pois /5-+/5=1/5", que
continua sendo um ndmero
irracional.

Nesse caso, para obter um numero
racional, precisamos que o expoente
do radicando seja 3, para cancelar
com o indice 3 da raiz. Ou seja,
precisamos de um numero x tal que:
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i

Entdo, devemos multiplicar o

. 3.2
numerador e o denominador por /5"

B _am
F

2 2

T

Assim, quando a raiz apresentar um
indice diferente de 2, o conjugado
deve ter o mesmo indice da raiz
Entretanto, temos que encontrar o
expoente do numero interno que,
guando, somado ao expoente do
ndmero inicial resulte em um valor
igual ao indice da raiz.

De uma forma geral, para racionalizar

. nm
um denominador da forma +\/a ,
multiplicamos o numerador e o

denominador por/a’

n[ n—m n

N:N_a:Na

Essa mesma ideia se aplica caso haja
expoentes diferentes dentro da raiz,
no denominador. Observe o exemplo
a seguir.

Exemplo 14. Racionalize o)

. ~ 1
denominador da fracdo ——.
¢ 288

Primeiro, vamos decompor 288 em
fatores primos:

288 = 2° . 3%

Assim, podemos extrair o fator 2 da

raiz:
288 = 2° . 3* = 2232
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Agora, temos 2:3° dentro da raiz de
indice 4. Para resolver, devemos
multiplicar o numerador e o
denominador pela raiz quarta de:

Veremos agora um exemplo um
pouco diferente dos vistos
anteriormente.

Racionalize
1

34+42°

Neste exemplo, ao invés de uma raiz
somente, temos uma soma com uma
raiz quadrada no denominador. Se

Exemplo 15.
denominador da fragao:

0]

£z
. N30 resolve o
V2

problema, pois ainda apareceria um

termo com 3+/2 no denominador.

multiplicarmos por

Poderiamos pensar em usar o préprio

denominador (3 ++/2) como o fator
racionalizante, mas também nao
resolveria, pois:

(3 +42).3 ++2)
=3"4+232+2=11+ 62
Note que, neste caso o problema foi o
termo 2ab em
(@a+b)’=a + 2ab + b,

a=3eb =—J§.
No entanto, lembre-se do seguinte

produto notavel, que resulta somente
nos termos elevados ao quadrado:

em

que

(@a+b)a—b)y=a"—b
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Assim, se multiplicarmos a fragcao do

exemplo  por 3—\/5, O Nnovo
denominador sera:

@ - (12)’

Que é um nUumero racional, conforme
desejamos.

9-2=7

Logo:
1 — 1 . 3—/2
3442 342 32
— 32
GHE)E—?)
B = R S
(3)2_(\/2)2 9-2 7
Em geral, para racionalizar um
denominador da forma a + /b,
multiplicamos o numerador e o

denominador por a — /b, e vice-versa:

N N a=b
a+\/5 N a+\/5 a—\/B
_ Na—b)

az—b

E comum se referir & expressdo

a —+/b como o conjugado de a + /b, e
vice-versa.

Exemplo 16. Racionalize o)
. L 5B
denominador da fracao: N

Para resolver esse exemplo, vamos
utilizar o mesmo procedimento do
Exemplo 15. Vamos multiplicar o
numerador e o denominador pelo

conjugado do denominador: +/5 + +/3.
Veja:

5+ _ 5+ 5+
B 5 B

T
(F=R)05+)
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(/5) +2-/5-/3+(3)"

()"~
_ 5+2/15+3 _ 8+24/15
2

5-3

=4 +/15

Os exemplos que vimos até agora sao
0s principais casos de racionalizagcao
que aparecem nas provas. A seguir,
veremos outros exemplos com
formato diferente dos anteriores, mas
gue podem ser resolvidos de maneira
andloga com o uso adequado de
produtos notaveis.

Exemplo 17. Racionalize o)
. ~ 1
denominador da fragao FvR

Esse caso é semelhante ao Exemplo
15, em gque temos uma soma com raiz
no denominador. Como temos uma
raiz cubica, podemos pensar em um
produto notavel em que aparecam
cubos perfeitos. Sabemos que:

@’ +b° = (a+b)a - ab + b

Assim, tomando a=+2 e b=1,
podemos utilizar como fator

racionalizante a* — ab + bz, ou seja:
(%)2 21 +1°
= {i- {241

Por fim, racionalizando e}
denominador, temos:

1 _ 1 Jan
V241 241 a2+
_ a1 _ Ao

(@3+1 2+1

_ a—2+1

- 3

Exemplo 18. Racionalize o)
. ~ 1
denominador da fracao T

Embora pareca complicado, note que

o denominador ¢é da forma
2 2 3

a"+ab+b, com a=+3 e b=1

Sabendo que:

' — b= (a - b)d + ab + b))

Podemos  utilizar a—b=+3-1
como fator racionalizante:

1 . 1 B
1+3+09 143409 -1
__B-1 B
T . 2
(#)"-1
Exemplo 19. Racionalize o)

. ~ 3
denominador da fracao N TR

Nesse caso, nao temos de imediato
um produto notavel com fator

a—b+c e az, b* e ¢ no resultado.
Assim, vamos racionalizar o}
denominador “por partes” ou seja,
vamos eliminar uma das raizes de
cada vez.

Considerando a =+3 e b=+2-1,
temos um denominador da forma
a — b. Logo, vamos multiplicar o
numerador e o denominador por

a+b=+3+2-1 para obter
2 2 .
a — b" nodenominador:

3 3
B+l T B-(f2-

- 3 . AB+(2-1)
\E—(ﬁ— 1) ﬁ+( 2-1)
_ 3(\3+/2-1)
(B) ~(2-1)’
— 3(3{3+3[2—1Q
(B) ~(2- 1)’
__ 3(frp)
() ~{(2) -2 /2+1)
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3(Y3+y2-1) _ 3(y3+y2-1)
3-(3-2+2) 22

Como temos +/2 no denominador,
para finalizar basta multiplicarmos

numerador e denominador por /2

2

3(\3+2-1) A2
22 2

_ 32(+34+/2—1) _ 3v/6—3+2+6
2:2 4

Os exemplos mostrados
anteriormente cobrem a maioria dos
casos abordados em questdes. Caso
algum formato nao seja familiar,
tente pensar em alguma fatoracao
diferente ou racionalize “por partes”
como no exemplo anterior.

Por fim, note que também podemos
racionalizar os denominadores de
expressdes algébricas. Veja alguns
exemplos:

1)

L L _da b _ blaralh
Ja @_ a b ab
2)
3 2 3 2
X Xy Xy
3x2y Xy y

3) Paraa > 1.

Jati—fa=1
(Ja1) ~(Ja=1)’

T at+1-(a-1)

_ Aari—a=1

2

Exercicios resolvidos

03. (PUC Campinas - 2017) Usando a
tecnologia de uma calculadora

pode-se calcular a divisdo de 2 por /4
e obter um resultado igual a:

a) /4
b) /3
)5
d) 2
e) /4’

Resolucdo:

Desejamos obter o valor de

Ja
Para racionalizar o denominador

3/.2 T
W4 =+/2°, devemos multiplicar o
numerador e o denominador por

L_L.j@_ﬁ_“_gﬁ
Vo R R p

Portanto, a resposta correta é a
alternativa D.

04. (UFRGS) Sendo n>1, a
expressao:

_ 1

1
\no 1
€ equivalente a:

nin

n(n—-1)

a)

b) -t

n(n—1)

C) n+7:/£

d) L=
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an-n

e) n+1

Resolucdo:

Observe que a alternativa C ndao tem
o denominador racionalizado. A
principio, € uma resposta plausivel,
pois 0 seu denominador € igual ao
produto dos denominadores da
expressao do enunciado.

Vamos entdo inicialmente colocar as

fracbes em um  denominador
comum:

1 1t

W 1l (V1)

_ 1 _ 1

ﬁ(ﬁﬂ) n+x/£

Descartamos entdo a alternativa C
como resposta. Agora  vamos
racionalizar o denominador da
expressao, multiplicando o)

numerador e o denominador pelo
conjugado n — +/n:

1 — 1 . n—\/7l — Tl—\/;l
ntn n+n n—n nz_(ﬁ)z
_n—n _ _n—n
B ()
Portanto, a resposta correta é

alternativa A.

05. (EPCAR - 2015) Analise as
afirmativas seguintes e classifique
cada uma delas em (V) verdadeira ou
(F) falsa.

l. Se A= S_S'i \ entao
5-5°

Ae{(R-QNR -2}

. O valor da expressao

4 7 _ 1
FEEL
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*

lll.  Sendo aeR+, uma forma

simplificada para a expressao - /% é

-4
a .

A sequéncia correta é:
a)v-Vv-Vv

b)V-V-F

c)V-F-V

dF-V-F

Resolucdo:

I. Temos que:

4 = 5-5.5
=k

Racionalizando o denominador:

_ 5-5/5  5+5

" 55 545

_ 5(1=/5)(5+/5)
T )
5(5+/5—/5(5+15))
5'~(\5)’

_ 5(5+/5-5/5-5)
5'-(8)’

B R 0

Logo, A € um numero irracional, em
outras palavras, A€ (R — Q).

Como todo numero inteiro € racional,
temos que Zc Q. Além disso, todo
ndmero racional é também real: Q c R
. Podemos afirmar que
(R-Qc((R-2), Jja que todo
ndmero que nao é racional também
nao é inteiro. Podemos entao afirmar

qQueR-OQNR-2)=R - Q).

Em outras palavras, o conjunto
(R-—Q@N(R — Z) dado pela questao
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€ equivalente ao conjunto dos
ndmeros irracionais: (R — Q).

Entao podemos afirmar gue
Ae{(R — QN(R — Z)} é verdadeira.

1 1

= 2.
11.100° = (10)" ® = 10

Convertendo decimais para poténcias
de 10 e aplicando propriedades da
potenciacao, temos:

[M] 01"

Logo, o valor da expressdo é 100°,

portanto é verdadeira.

[1l. Racionalizando, temos:
[a _ [ava _ _[afa _ _ 4
Va N vaa a _\/\/_E_\/E

:a4

Logo, a forma simplificada da

~ ~ ., —4 . .
expressao ndo € a , ou seja, € falsa.

Logo, a sequéncia correta é V-V-F,
gue corresponde a alternativa B.

Exercicios propostos

04. (EMBRAER - 2017/Adaptada)

Quando x = 3 ++/2, determine o valor
numeérico da expressao:

x+9+/2
x—3
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05. (UNITAU/SP - 2014) Sendo a e b
ndmeros reais, tais que a#0, b#0 e

b#+1, a expresséo%é igual a:
b

ol

a) ab



¥R CASDinho

Matematica EPCAR

O1. (CN - 2016) Sejam as operagoes -
e # definidas no conjunto dos inteiros
positivos, tais que:

x-'-y=2x+yex#y=x2+xy— 1

Determine o sucessor do numero
resultante da expressao:

1"*2].-.[(1#2);&;&(24&#1)]

[(1#3)
a) 523
b) 524
c) 525
d) 526
e) 527

02. (EPCAR - 2016) O valor da
expressao

-2 =2 2 2

X -y xXy+xy

-1 1 | 2 2
(x ty ) ( x -y )

emqaue,xeyER ex+yex+ —y, €

a) -1
b) -2
c)l
d) 2

03. (EPCAR - 2019) Considere o
conjunto de todos os valores de m

€ n para 0S quais a expressao
algébrica 4, abaixo, esta definida:

2 2

m _n )
A _ n’ m’ . (TI‘L—TI)
- 1 2 1 -1
—— 2 2
m: ommn 2 (m -n )

Nesse conjunto, uma expressao
algébrica equivalente a A4 é:

2 2
ajm +n
b)mz—n2

mon’
C)——

2
m —n

d) mi+n’

m—n

04. (EPCAR - 2007) Se a # 0, entao:

a Y N (Y _ __2 = -
(a+y + a—y)'(a+y a—y) - 1

a) para todos, exceto dois valores de y.
b) s6 para dois valores dey.

¢) para todos os valores de y.

d) para nenhum valor dey.

05. (EPCAR - 2017) Analise as
proposi¢cdes abaixo e classifique-as
em V (VERDADEIRA) ou F (FALSA):

2
0,0001-(0,01)°-1000
I Se m = (0,01)

5001 , entao

m—L
T 100

Il. O ndmero (0,899° — 0,101°%) é
menor do que 1—70

.\ (zﬁ“)ﬁ_1 - \/4- \ (zﬁ“)ﬁ_1 é

irracional.

A sequéncia correta é:
a) V-F-F
b) V-F-V
c) F-F-F

d) F-V-V
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06. (EPCAR - 2017) Simplificando as

expressoes:
_ -6 l
(x ) +2
e
B = ﬂ

2x

nas quais y > x > 0, é correto afirmar
que:

C)A-B>0
d)A+B>0

07. (EPCAR - 2009) Considere os
valores reais de a e b, a#b, na
expressao:

(a+b)(2a) +a(p—a) "
(a2+bz) (abz—baz)_1

p:

Apos simplificar a expressao p e
torna-la irredutivel, pode-se dizer que

/p~" esta definida para todo:
a) aeR e beR

b) aeRr e bER:

c) a€R e beR
d) aeR e beR*+

08. (EPCAR - 2014) Considere as
expressdes abaixo em que a+#b:

p = a’-b’
azx/a—\/ga2+ba\ﬁ—b\/5a+b2\/a—b2\/5
Q = a-b"
a3+a2b+ab2+b3

Assim, tem-se % igual a:

a)

1
Ja—e

b) i
c)\Ja + /b
d)a - b

09. (EPCAR - 2019) Considere os
ndmeros reais x, y e z, tais que:

x =2 ++3 y=V2+2+3 e
=\/(2+ 2 +V2+3).2 -V@ +2 +3)

Simplificando a expressao:

(x.y.2) . z_lﬁ
obtém-se:
a)2 —+3
b) 1
c)2 ++3
d) 2.3

10. (EPCAR - 2011) Se
(2ﬁ+1)](2ﬁ_1)
64

x = 1,062 + 12

entao x esta compreendido entre:
a)-1e-09
b)-09e-08
c)-0,8e-0,7
d)-0,7e 0,6
GABARITO

ND 2)A 3)A 4)A 5)A
6)C 7)D 8D 9)C 10)A
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Vimos nos capitulos anteriores que grandeza é tudo aquilo que pode ser medido,
contado ou comparado. Além disso, existem duas relagdes importantes entre

grandezas: elas podem ser

diretamente proporcionais ou

inversamente

proporcionais. Neste capitulo, estudaremos um método pratico para determinar
um valor desconhecido de uma grandeza, chamado de regra de trés.

A regra de trés é definida como um
conjunto de procedimentos que sao
utilizados para a montagem correta
da proporcao e encontrar o valor
desconhecido de uma grandeza. A
regra de trés pode ser de dois tipos:
simples e composta.

A regra de trés simples é utilizada
gquando temos duas grandezas,
diretamente ou inversamente
proporcionais, em que trés valores
sdo conhecidos e gueremos
encontrar o valor desconhecido.
Observe o exemplo a seguir:

Exemplo O01. Ana foi a feira e
comprou 2,5 kg de laranjas por 30
reais. Quanto ela pagaria ao comprar
1,5 kg do mesmo tipo de laranja?

Ad Vs —

Neste problema temos duas
grandezas envolvidas: a quantidade
de laranjas (em kg) e o preco total
(em R$). Dizemos que o preco é a
grandeza-problema, pois € o valor
desconhecido no problema. Vamos
analisar a relagao entre a quantidade
de laranjas e o preco:
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- Quanto maior a qguantidade de
laranjas, maior € o preco total pago.

- Em particular, se duplicar a
quantidade de laranjas, o preco total
também duplica. Se triplicar a
quantidade, o preco também triplica,
e assim por diante.

- Em outras palavras, a razao entre o
preco total e a quantidade em kg de
laranjas é constante. Nesse caso, essa
razao é o preco do kg da laranja.

Portanto, a quantidade de laranjas e
O prego total sao grandezas
diretamente proporcionais.

Chamando o preco de 15 kg de
laranjas de X, podemos escrever as
grandezas em uma tabela:

Laranjas Preco total (R$)

(kg)

25 30

1,5 X
Como relacionar as grandezas do
problema para encontrar o valor de
) &4
Para auxiliar na montagem da

proporcao, podemos escrever setas
Nno mesmo sentido (para baixo) em
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cada coluna,
grandezas
proporcionais:

uma vez qgue sao
diretamente

Laranjas Preco total (R$)
(kg)
¥ 25 ¥ 0
15 X
Seguindo o sentido das setas,
podemos escrever a seguinte
proporcao:
25 _ 30
1,5 ~  x

Agora, queremos encontrar o valor da
grandeza desconhecida. Para isso,
multiplicamos a proporcao em cruz
(ou em x), assim:

25 . 30
TaR]

2,5.x=30-1,5

30-1,5

s =X = 18 reais

X =
Portanto, Ana pagaria R$ 18 por 1,5 kg
de laranjas. Conforme esperado, o
preco pago por menos laranjas
também foi menor.

Veja agora este outro exemplo.

Exemplo 02. Um 6nibus foi de Sao
José dos Campos a Sao Paulo em
1h40min, a 54 km/h. No trajeto de
volta, percorrendo a mesma
distancia, a velocidade média foi de
36 km/h devido a um
engarrafamento. Quanto tempo
demorou a viagem de volta?
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M‘_‘_,f e
" @ 1h40min

Guaru!

o

e . Ous

Neste caso, as grandezas envolvidas
sdao o tempo e a velocidade, sendo o

tempo a grandeza-problema.
Analisando a relagdao entre as
grandezas como no exemplo
anterior:

- Quanto maior a velocidade média,
menor o tempo de viagem. Da
mesma forma, quanto maior o tempo
de viagem, menor a velocidade
média.

- Em particular, se duplicar a
velocidade, o tempo se reduz pela
metade. Se triplicar a velocidade, o
tempo reduz a um terco, e assim por
diante.

- Em outras palavras, o produto entre
a velocidade média e o tempo de
viagem é constante. Nesse caso, esse
produto € a distdncia entre as duas
cidades.

Portanto, a velocidade média e o
tempo de viagem sao grandezas
inversamente proporcionais.

Como 1Th40min correspondem a 100
min, temos a seguinte relacao entre
as grandezas:

Velocidade Tempo de
(km/h) viagem (min)
A + 100
36 X
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Atencdo: como as grandezas agora
sdo inversamente  proporcionais,
escrevemos as setas em sentidos
opostos.

Assim, temos a seguinte proporgao,
seguindo o sentido das setas:

54 _  «x
100

36

Para encontrar a grandeza
desconhecida, podemos fazer igual o
exemplo anterior: multiplicamos em
cruz a proporg¢ao obtida. No caso de
grandezas inversamente
proporcionais, podemos  igualar
diretamente o produto das diferentes
grandezas:

100-54 = 36. x

_ 100-54

=0 =X = 150 min

Portanto, a viagem de volta demorou
150 min, ou 2h30min. Conforme
esperado, o tempo de viagem foi
maior, dado que a velocidade média
foi menor.

Exemplo 03. (EMBRAER - 2017) Uma
maquina trabalha no recapeamento
asfaltico de certa rodovia. Ela inicia o
dia de trabalho com o tanque de
combustivel totalmente cheio de
o6leo diesel. Executa o trabalho em
325 km da rodovia e reabastece,
sendo necessarios 35 litros para
encher o tanque. Em seguida,
executa o trabalho em mais 5,2 km
da rodovia, e fica com o tanque
completamente vazio. A capacidade
total, em litros, do tanque dessa
maquina é igual a

a) 64.
b) 60.
c) 58.
d) 56.
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Resolucdo:
Note que, guanto maior a
guantidade de combustivel

consumida, maior o comprimento de
rodovia que é asfaltado. Logo, sao
grandezas diretamente
proporcionais.

De acordo com o enunciado, sao
necessarios 35 litros de combustivel
para asfaltar 3,25 km de rodovia. Além
disso, com um tanque cheio é
possivel asfaltar 5,2 km. Considerando
x a capacidade total do tanque,
temos que:

Volume de
combustivel (L)

Comprimento
de rodovia (km)

v w

3,25 35

52 X

3,25.x =35-5,2

3552
325 = 56 L

X =

A capacidade do tanque é de 56
litros. Entao, a resposta correta € a
alternativa D.

Exercicios Propostos

01. Um litro de agua do mar contém
25 gramas de sal. Entdo, para se
obterem 50 kg de sal, qual a
quantidade necessaria de litros de
agua do mar?

02. Sara preparou uma festa de
confraternizagcao para 40 pessoas e
verificou, com base em sua
experiéncia, que a comida era
suficiente para 6 horas de festa. No
entanto, chegaram 8 pessoas a mais
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do que o previsto. Determine quantas
horas durard a comida, supondo que
cada pessoa consuma a mesma
guantidade de comida.

03. (EPCAR - 2014)Um ©O6nibus
percorre, na estrada, 9 km com 1 litro
de combustivel. O motorista desse
Onibus realizou uma viagem de 551
km. Ao sair do local de origem da
viagem, o ponteiro marcador de
combustivel do 6nibus indicava 6/8
do tanque. Apdés o motorista
percorrer 225 km, o ponteiro
marcador de combustivel do 6nibus
indicou 1/2 tanque.

Com base nessa situagao, € correto
afirmar que, ao chegar no destino
proposto, a guantidade de
combustivel restante no tanque do
Onibus estava entre:

a) 11 e 12 litros.
b) 12 e 13 litros.
c) 13 e 14 litros.
d) 14 e 15 litros.

Note que duas grandezas podem ndo
ser nem diretamente proporcionais,
nem inversamente proporcionais. Por
exemplo:

- O lado de um quadrado (¢) e a sua
area (A). Temos que A = £2. Um
guadrado de lado 1 cm possui area 1
cm?, ao duplicar o lado para 2 cm, a
area nao duplica, ela passa a ser 4
cm2.

- A idade e a altura de um ser
humano. Um jovem de 15 anos e 1,60
m, gquando tiver o dobro da idade (30
anos), nao tera o dobro da altura (3,20
m).
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Nesses casos, nao podemos aplicar a
regra de trés. A relacdo entre as
grandezas devera ser dada pelo
enunciado da questdo de alguma
outra forma, seja por uma expressao
algébrica, tabela ou grafico.
Entretanto, esse assunto nao sera
abordado nesse capitulo.

Até agora, vimos como correlacionar
duas grandezas, podendo ser
diretamente ou inversamente
proporcionais. Entretanto, ha casos
em que temos trés ou mais
grandezas envolvidas, e para resolver
essas situacdes utilizaremos a regra
de trés composta.

Veja a situacgao a seguir:

20 operarios, trabalhando 10 dias de 8
horas de trabalho, fazem 40 cadeiras.
Quantos dias serao necessarios para
10 operarios produzirem 30 cadeiras,
trabalhando 6 horas por dia?

Nesse caso, ha quatro grandezas
envolvidas: numero de operarios, dias
de trabalho, horas de trabalho por dia
e numero de cadeiras produzidas.
Assim, Nnao podemos aplicar
diretamente a regra de trés simples.

Uma forma de resolver é adaptar o
problema para que tenhamos apenas
duas grandezas envolvidas. Na
situacao inicial, oS operarios
trabalham 8 horas por dia por 10 dias.
Logo, o numero de horas trabalhadas
por operario é 8.10 80 horas
para cada operario.

Como sao 20 operarios ao todo, a

quantidade de  “horas  totais”
trabalhadas € 20. 80 = 1600. Logo,
1600 horas totais de trabalho

produzem 40 cadeiras.
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Da mesma maneira, para 10
operarios, x dias de trabalho e 6 horas
de trabalho por dia, a quantidade de
“horas totais” trabalhadas é
10. x. 6 60x. Nessa situacao, sao
produzidas 30 cadeiras.

Assim, gquanto maior o ndmero de
“horas totais” trabalhadas, maior o
ndmero de cadeiras produzidas.
Logo, sdao grandezas diretamente
proporcionais:

“Horas totais”
trabalhadas

Numero de
cadeiras

¥ v

40 1600

30 60x

1600-30 = 40-60x

__ 1600-30

= Wﬁx = 20dias

Um método pratico de resolver
situacdes como essa, utilizando os
dados do problema de forma mais
direta, é a regra de trés composta.
Veja a resolucao desse problema,
aplicando este método:

O primeiro passo € listar as grandezas
envolvidas em uma tabela e, depois,
identificar a grandeza-problema, que
no caso é os dias de trabalho. As
outras grandezas sao chamadas de
grandezas auxiliares, que sao o
ndmero de operarios, horas de
trabalho por dia e numero de
cadeiras produzidas.
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Dias Operarios Horas/dia Cadeiras
10 20 8 40
X 10 6 30

Apds listar e identificar as grandezas,
precisamos descobrir se as grandezas
auxiliares sao diretamente ou
inversamente proporcionais a
grandeza-problema. Para isso, vamos
comparar as grandezas duas a duas,
considerando que as demais
grandezas sdo mantidas constantes:

- Quanto maior o numero de dias de

trabalho, menor o numero de
operarios necessarios. Logo, essas sao
grandezas inversamente

proporcionais.

- Quanto maior o nUmero de dias de
trabalho, menor o numero de horas
de trabalho necessarias por dia. Logo,
sao grandezas inversamente
proporcionais.

- Quanto maior o nUmero de dias de
trabalho, maior o ndmero de cadeiras
produzidas. Logo, sao grandezas
diretamente proporcionais.

Podemos indicar as relagdes entre a
grandeza-problema e as demais
utilizando setas, como feito na regra
de trés simples. Em que setas no
mesmo sentido sao diretamente
proporcionais; e setas em sentidos
opostos sao inversamente
proporcionais.
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Considerando a seta para baixo para a
grandeza-problema, temos que:

Cadeiras

*40

Horas/dia

s

Dias

+1O

Operarios

t 20

10 30

Por fim, escrevemos a proporgao com
a grandeza-problema de um lado e
as demais do outro, colocando os
valores no mesmo sentido apontado
pelas setas. Em outras palavras,
grandezas diretamente proporcionais
mantém o sentido, enguanto
grandezas inversamente
proporcionais invertem o sentido:

Simplificando:

0 1 3 4 1
x -7 7 3T

x = 2-10=x = 20dias

O resultado obtido foi igual ao do
método utilizado anteriormente. A

regra de trés composta é
especialmente pratica em casos
envolvendo guatro ou mais

grandezas, nos quais o uso de regra
de trés simples seria
demasiadamente complexo.

Vejamos mais alguns exemplos.

Exemplo 04. Uma industria produz
2940 blocos de concreto em 7 dias,
em um periodo de 6 horas diarias.
Assinale a alternativa que apresenta
guantos blocos essa indUstria
produziria em 15 dias se o periodo de
trabalho fosse de 12 horas didrias,
considerando o mesmo ritmo de
trabalho.
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a) 18.500 blocos.
b) 9.200 blocos.

¢) 17.300 blocos.
d) 10.800 blocos.
e) 12.600 blocos.

Resolucdo:

Primeiro identificar

grandezas:

vVamos as

Grandeza-problema: numero de

blocos.

Grandezas auxiliares: horas de

trabalho por dia, dias de trabalho.

Agora, temos que definir a razao de
proporcionalidade entre elas:

- Quanto maior o ndmero de horas
de trabalho por dia, maior o ndmero
de blocos produzidos. Logo, sao
grandezas diretamente
proporcionais.

- Quanto maior o nUmero de dias de
trabalho, maior o nimero de blocos
produzidos. Logo, sdo grandezas
diretamente proporcionais.

Assim, temos a seguinte relagao
entre as grandezas:
Blocos | Horas/ dia Dias
| 2940 | 6 |7
x 12 15

Escrevendo a proporc¢ao, temos:

5

2940
x 12

L
15
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7x = 2-15-2940

= L%Z%O = x = 12600 blocos
Logo, em 15 dias. com 12 horas diarias
de trabalho, seriam produzidos 12600
blocos.

Resposta correta: alternativa E.

Exemplo 05. (EsPCEx) 5 operarios
fazem 30 pares de calcados em 6
dias, de 8 horas de trabalho. Quantos
dias de 12 horas levarao 9 operarios
para fazer 90 pares, se a dificuldade
do segundo trabalho estd para a do
primeiro, como 4 estd para 5 e a
habilidade dos operarios, como 2 esta
para 3.

Resolugdo:

Vamos comecar identificando as

grandezas:

Grandeza-problema: dias de

trabalho.

Grandezas auxiliares: numero de
operarios (ops), horas de trabalho por

dia (h/dia), numero de pares de
calgcados produzidos (pares),
dificuldade do trabalho (dif) e

habilidade dos operarios (hab).

Agora vamos fazer a relagcdao de
proporcao entre as grandezas:

- Quanto maior o numero de dias de

trabalho, menor o ndmero de
operarios necessarios. Logo, sao
grandezas inversamente

proporcionais.

- Quanto maior o numero de dias de
trabalho, menor o niumero de horas
de trabalho necessarias por dia. Logo,
sao grandezas inversamente
proporcionais.
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- Quanto maior o numero de dias de
trabalho, maior o nUmero de pares de
calcados produzidos. Logo, sao
grandezas diretamente
proporcionais.

Note que “dificuldade” e “habilidade”
sao grandezas um pouco mais
“abstratas” do que as demais.

Para conseguirmos resolver o
problema, interpretamos o)
significado dessas grandezas da

seguinte forma:

- um trabalho com o dobro de
dificuldade requer o dobro do tempo;

- operarios com o dobro de
habilidade conseguem fazer o
mesmo trabalho na metade do
tempo.

Assim, guanto maior a dificuldade do
trabalho, maior o niumero de dias de
trabalho necessarios. Logo, sao
grandezas diretamente
proporcionais.

Da mesma forma, quanto maior a
habilidade dos operarios, menor o
numero de dias de trabalho
necessarios. Logo, sao grandezas
inversamente proporcionais.

Colocando os dados em uma tabela e

indicando as relacdes de
proporcionalidade pelas setas:
Dias | Ops | h/dia | Pares | Dif | Hab
| 6 s |18 |30 5 |13
X 9 12 90 4 2

Escrevendo a proporg¢ao, temos:

12 30
8

0

6 _ 9 .22
x 5 4 3
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Simplificando:

x = 8dias

Sao necessarios 8 dias de trabalho
para produzir 90 pares de calcados
nas novas condi¢cdes de trabalho.

06. (EPCAR - 2008) Um grupo A de 6
pedreiros e 8 ajudantes executou %
de uma obra em 12 dias, trabalhando
6 horas por dia. Por motivo de férias,
o grupo A foi substituido por um
grupo B de 8 pedreiros e 2 ajudantes
gue trabalharam 5 horas por dia para
terminar a obra. Sabendo-se que a
producao de 2 ajudantes equivale,
sempre, a producao de 1 pedreiro e
gue nao houve auséncia de nenhum
componente dos grupos de trabalho
em nenhum dos dias, €& correto
afirmar que o grupo B:

a) ao substituir o grupo A, acarretou
um atraso de 1 dia no tempo em que
a obra teria ficado pronta, caso a
mesma tivesse sido concluida pelo
grupo A.

b) terminou a obra no tempo t > 5
dias.

¢) gastaria mais de 21 dias se tivesse
executado a obra inteira.

d) teria executado a parte feita pelo
grupo A em menos de 15 dias.

Resolucgo:

Vamos iniciar calculando o numero
de pedreiros. Como 2 ajudantes
equivalem a um pedreiro, podemos
considerar, para fins de calculo, que o

grupo A tem 6 +% = 10 pedreiros e

que o grupo B tem 8+%=9

pedreiros.

Analisando as altern

ativas, vemos

que sao pedidas comparacdes entre
os tempos de trabalho dos grupos A
e B em situacdes distintas. Como
base de comparacao, vamos calcular

o tempo em que
. 1
completaria <-da obra:

cada grupo

Grupo A: como o grupo A completou

5

2 da obra em 12 dias,

. 1 .
completaria = da obra 4 vezes mais
rapido, ou seja, em 3 dias.

Grupo B: o tempo gasto pelo grupo é
a grandeza-problema, x.

Relacionando as grandezas, temos

que:

- Quanto maior o nUmero de dias de
trabalho, menor o numero de horas
de trabalho necessarias por dia. Logo,

sao grandezas
proporcionais.

inversamente

- Quanto maior o ndmero de dias de

trabalho, menor o

ndmero de

operarios necessarios. Logo, sao

grandezas
proporcionais.

inversamente

Colocando esses dados na tabela:

Dias Horas/dia | Pedreiros
| |
| 3 6 10
X 5 9
3 _5.9_.3_1 3
T 0 T2
3x = 12=x = 4dias
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Sabendo o tempo que cada grupo
demoraria para completar % da obra,
podemos encontrar o tempo para

completar 2 e basta multiplicar

5
5 5'

por 4 e por 5, respectivamente:

Fracao Grupo A Grupo B
da obra (dias) (dias)
1/5 3 4
4/5 12 16
5/5 15 20
Podemos agora analisar as

alternativas:

a) O grupo A teria finalizado a obra
em 15 dias.

Com a substituicdo, a obra durou
12 + 4 =16 dias, ou seja, houve 1dia de
atraso. Verdadeira.

b) O grupo B terminou a ocbra em 4
dias. Falsa.

c) O grupo B gastaria 20 dias se
tivesse realizado a obra inteira. Falsa.

d) O grupo B teria executado a parte
feita pelo grupo A (% da obra) em 16
dias. Falsa.

Portanto, a
alternativa A.

resposta correta € a

Exercicios Propostos

04. (EMBRAER - 2010/Adaptada) A
fim de transportar a terra retirada de
um terreno para a construgcao de um

prédio e transporta-la para um
mesmo  aterro, serdo utilizados
caminhoes com a mesma
capacidade de <carga. A tabela

elaborada pela construtora relaciona
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o volume de terra transportado, o
tempo gasto no transporte e o
numero de viagens necessarias.

Volume | Tempo (h) | Numero
(m3) de
viagens
15 03 01
60 12 04
120 24 08

De acordo com a tabela, qual o
tempo gasto e o numero de viagens
necessarias para a retirada de 300 m3
de terra?

05. Sabendo que para asfaltar 1 km
de estrada, 30 homens gastaram 12
dias trabalhando 8 horas por dia.
Quantos dias levariam vinte homens
para asfaltar 2 km da mesma estrada,
trabalhando 12 horas por dia?

06. (EPCAR - 2007/Adaptada) Trinta
operarios trabalhando 8 horas por
dia, constroem 36 casas em 6 meses.
Qual o numero de dias que deverao
ser trabalhados no ultimo més para

que % dos operarios, trabalhando 2

horas a mais por dia, construam 0,75
das casas? Considere um mésigual a
30 dias.
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01. (EMBRAER - 2012) Para atender
varias encomendas de brigadeiros,
Dona Joana fez x unidades na
guarta-feira e, em cada um dos 3 dias
seguintes, fez, respectivamente, a
metade, o dobro e o triplo do numero
de unidades feitas na quarta-feira. Se
ela utiliza duas latas de leite
condensado para cada 0,5x
brigadeiros, entao para o numero
total de brigadeiros feitos nesses 4
dias foi necessario utilizar uma
guantidade de latas de leite
condensado igual a:

a) 26.
b) 24.
c) 20.
d) 18.

02. (EMBRAER - 2014) Certo reldgio
atrasa 25 segundos a cada 90 horas.
Desse modo, é correto afirmar que,
em 13 dias e meio, este reldgio ira
atrasar:

a) T min 45s.
b) 1 min 30 s.
¢c) 1 min20s.
d) Tmini5s.

03. (ENEM - 2020) Um pé de
eucalipto em idade adequada para o
corte rende, em média, 20

mil folhas de papel A4. A densidade
superficial do papel A4, medida pela
razao da massa de uma folha desse
papel por sua area, € de 75 gramas
por metro quadrado, e a drea de uma
folha de A4 é 0,062 metro quadrado.

Disponivel em:
http://revistagalileu.globo.com. Acesso em: 28
fev. 2013 (adaptado).
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Nessas condicdes, quantos
quilogramas de papel rende, em
média, um pé de eucalipto?

a) 4 301
b) 1500
c) 930
d) 267
e) 93

04. (EPCAR - 2016) Duas maquinas A
e B de modelos diferentes, mantendo
cada qual sua velocidade de
produgao constante, produzem
juntas n pecas iguais, gastando
simultaneamente 2 horas e 40
minutos. A maquina A funcionando
sozinha, mantendo sua velocidade
constante, produziria, em 2 horas de

funcionamento, % dessas pecas.

E correto afirmar que a maquina B,

mantendo  sua velocidade de
produgao constante, produziria
também % dessas pegas em:

a) 40 minutos.

b) 120 minutos.

¢) 160 minutos.

d) 240 minutos.

05. (EPCAR - 2007) Um trem
percorre  certa  distancia, com

velocidade constante. Se a velocidade
aumentasse 20 km por hora, ele
levaria 3 horas a menos, e, se
diminuisse 20 km por hora, ele
precisaria de 5 horas a mais. A
distancia percorrida € um numero
cuja soma dos algarismos é:
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a)3
b) 5
c)6
d) 7

06. (EMBRAER - 2013) O Artico é a
vitima mais visivel do aguecimento
global. Segundo dados da Nasa, o
aumento de 1,6 grau na temperatura
meédia da regido nos ultimos 34 anos
reduziu o volume de gelo no Artico,
gue era de 33 000 km?3 no inverno de
1979, para 22 000 km?3 no inverno de
2013. (Veja, 11.09.2013)

Admita que a reducao do volume de
gelo seja diretamente proporcional
ao aumento da temperatura média
da regido. Nesse caso, se 0 aumento
na temperatura meédia da regiao
tivesse sido de 2 graus nos Ultimos 34
anos, a redugao no volume de gelo
do Artico teria sido igual, em km?3, a

a) 13 750.
b) 12 250.
¢) 11 750.
d) 11 500.

07. (EPCAR - 2006) Um tear
eletrénico, trabalhando 5 horas por
dia, produz 1200 pecas em 3 dias. O
ndmero de horas que deverd
trabalhar no 8° dia para produzir 1840
pecas, se o regime de trabalho fosse 3
horas diarias, seria um numero do
intervalo:

a) [2, 3]
b) [4, 6]
c) 3, 4[
d) [1, 2]
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08. (EPCAR - 2018) Uma prestadora
de servicos combina um prazo de 9
dias, utilizando 12 maquinas, para
executar certo trabalho. Ao final do
guarto dia, 4 maquinas estragam,
nao sendo substituidas e nao
havendo interrup¢cao do trabalho. As
maquinas levam 3 dias para serem
consertadas, retornando ao trabalho
no dia seguinte. Para que seja
cumprido o prazo combinado no
inicio, a prestadora coloca, além das
12 maquinas, mais xmaquinas iguais
as primeiras. E correto afirmar que x é
igual a:

a)3
b) 4
c)5
d)6

09. (EPCAR - 2005) Se x homens,
trabalhando x horas por dia durante x
dias, produzem x artigos, entao, o
numero de dias necessario para que
y homens, trabalhando y horas por
dia produzam um numero y de
artigos é:

a) y2/x
b) x?/y
c) y*/x?
d) x?/y?

10. (EPCAR - 2014) Uma confecgao
de roupas foi contratada para
confeccionar os agasalhos de todos
os alunos do 1° ano CPCAR para o0 ano
de 2014. O prazo que a confecgao
teve para a execucao do trabalho foi
de 4 dias. Para isso, o gerente da
confecgao utilizou 6 maquinas tipo «,
cada uma trabalhando 6 horas por
dia e todas com a mesma
produtividade.
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Ao final do terceiro dia, o gerente da

fabrica verificou que somente 0,3 de
9/4 dos agasalhos estavam prontos.
Sendo assim, substituiu, no inicio do
quarto dia, as maquinas do tipo a por
3 outras do tipo B, cada uma
trabalhando 8 horas por dia, e cada
uma delas com o triplo da
produtividade de uma maquina tipo
o.

Se as 3 maquinas tipo B tivessem sido
utilizadas desde o inicio, o servico
teria sido realizado em:

a) 20 horas.
b) 16 horas.
c) 12 horas.
d) 10 horas.

1. (EPCAR - 2011) Para a reforma do
Ginasio de Esportes da EPCAR foram
contratados 24  operarios. Eles
iniciaram a reforma no dia 19 de abril
de 2010 (segunda-feira) e executaram
40% do trabalho em 10 dias,
trabalhando 7 horas por dia. No final
do 10° dia, 4 operarios foram
dispensados. No dia seguinte, os
operdrios restantes retomaram o
trabalho, trabalhando 6 horas por dia
e concluiram a reforma. Sabendo-se
gue o trabalho foi executado nos dois
momentos sem folga em nenhum
dia, o dia da semana correspondente
ao ultimo dia do término de todo o
trabalho é:

a) domingo.
b) segunda-feira.
c) terca-feira.

d) quarta-feira.
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1) A
2) B
3) E
4) D
5) A
6) A
7) A
8) D
9) B
10) B
m D

GABARITO
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A Matematica Financeira estuda a variagao do capital, como dinheiro e bens
econdmicos, ao longo do tempo, com aplicagao pratica voltada para empréstimos
e investimentos em geral. Neste capitulo, estudaremos problemas envolvendo
alguns conceitos desta area, tais como capital, montante e taxa de juros. Embora a
maior parte das aplicagdes praticas no mercado financeiro envolva o uso de juros
compostos, este capitulo tera como foco o assunto de juros simples, que é a parte
essencialmente cobrada nas provas da EPCAR.

Antes de iniciarmos, vamos definir
alguns conceitos principais, que sao
essenciais para o entendimento do
conteudo.

O capital ou capital inicial (C) € o valor
inicial de um empréstimo, divida ou
investimento, ou seja, € a quantia que
foi emprestada ou investida em uma
aplicacao.

No caso de um empréstimo, um
certo valor é cobrado pelo uso da
guantia emprestada. Esse valor é
chamado de juros (J). De maneira
analoga, no caso de um investimento
em uma aplicacao financeira, esse
valor € acumulado como rendimento
desta aplicacao.

No geral, os juros dependem do
capital inicial, do tempo transcorrido
e de um valor percentual chamado
de taxa de juros (j). Nas proximas
secdes, veremos COmo 0S juros
podem variar ao longo do tempo, nos
regimes de juros simples e juros
compostos.

Por fim, temos o montante (M) que é
a soma do capital inicial com os juros
gue incidem sobre ele. Em outras
palavras, é o “capital final". No caso de
um empréstimo, por exemplo, seria o
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valor total pago ao se devolver o
dinheiro emprestado.

Matematicamente, temos:

M=C+]

No regime de juros simples, os juros
acumulados a cada periodo sao
dados por um valor percentual do
capital inicial, a taxa de juros (j). Em
outras palavras, a cada periodo, o
acréscimo nos juros é constante,
independente do valor atual do
montante.

Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 01. Uma pessoa toma um
empréstimo de R$ 2000,00, a uma
taxa de juros simples de 2 % ao més.

Nos temos que o capital inicial é:
C = 2000
E a taxa de juros é:
j = 2% = 0,02

A cada més, os juros acumulados sao
de 2% sobre o capital inicial de R$
2000,00, ou seja:

0,02 -2000 = 40
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Portanto, apds 1 més, os juros serao
de R$ 40,00. Apds 2 meses,
acumulam-se mais R$ 40,00,
totalizando R$ 80,00. Da mesma
forma, apdés 3 meses, 0S juros sao
acrescidos de mais R$ 4000 e
passam a valer 80,00 + 40,00 =120,00
reais.

A tabela a seguir mostra o valor
acrescentado aos juros a cada més e
o valor total dos juros ao longo dos
meses:

Tempo | Juros no | Juros totais
(meses) meés
(R$)
(R$)
1 40 40
2 40 80
3 40 120
4 40 160
5 40 200

Note que, nos juros simples, o valor
acrescentado a cada més é sempre o
mesmo, nesse caso & R$ 40,00.
Para obter o montante em cada més,
somamos os juros totais ao capital
inicial de R$ 2000,00. Veja como
ficam os valores na tabela a seguir:
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Tempo Juros Montante
(meses) totais
(R$)
(R$)
1 40 2040
2 80 2080
3 120 2120
4 160 2160
5 200 2200
A partir do exemplo anterior

podemos fazer uma generalizagao.
Considerando um capital € aplicado a
uma taxa de juros simples j, a cada
periodo sdao acumulados C-j de juros.
Ou seja, apods t periodos, o valor dos
juros é dado por:

J=C.j.t

Para obter o montante, basta somar o
capital inicial com os juros:

M=C+]=C+C-j-t
M=C+C-j-t

Colocando € em evidéncia, temos a
expressao do montante no regime de
juros simples:

M=C.(1+j-t)

Note que temos quatro varidveis
envolvidas: o montante, o capital, a
taxa de juros e o tempo transcorrido.
Em geral, problemas envolvendo
juros simples fornecem de alguma
forma trés dessas variaveis e
perguntam o valor da variavel
restante.
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Além disso, embora no exemplo
anterior tenhamos usado apenas
valores inteiros de t, também é
possivel que o tempo transcorrido
assuma valores fracionarios. Por
exemplo, suponha uma taxa de juros
simples de 12% ao ano durante 6

meses, ou seja,j = 0,12 et =1—62= 0,5

. Alternativamente, no caso de juros
simples, uma taxa de 12% ao ano
equivale a uma taxa de 1% ao més.

Vejamos alguns exercicios resolvidos.
Exercicios resolvidos

01. Qual o valor do capital que,
aplicado a uma taxa de juros simples
de 1,5 % ao més durante 6 meses,
resulta um montante de R$
10.000,007

Resolucgdo:

Foram dados o valor do montante (
M = 10000), da taxa de juros

G=15% =%= 0,015) e do tempo
transcorrido (t = 6 meses), desejamos
saber qual o capital inicial necessario

para que isso ocorra. Entdo, para juros
simples, temos que:

M=Cl+j-t
10000 = C(1 + 0,015 - 6)

10000 = C-1,09

10000

C ==

~ 9174,31
Logo, o capital inicial deve ser de R$
9174,31.

02. (EMBRAER - 2019) Kleber
recebeu uma  bonificagcao  de
determinado valor, e aplicou todo
dinheiro recebido a juro simples, a
taxa de 1,2% ao més, durante 8 meses.
Se o valor recebido de juros, ao final
da aplicacao, foi igual a R$ 1.920,00,
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entdo o valor total do bbnus recebido
por Kleber foi igual a:

a) R$ 30.000,00.
b) R$ 25.000,00.
c) R$ 20.000,00.
d) R$ 15.000,00

Resolugdo:

Nesse caso, foi nos dado o valor dos
juros, da taxa de juros, do tempo
transcorrido e dos juros acumulados:

J = 1920

—2 = 0,012

J=12% =5

t = 8 meses

E pede-se o valor do bénus recebido,
ou seja, o capital inicial da aplicagao.
Para juros simples, temos que:

Entao:
1920 = C-0,012-8
1920 1920
¢ 0,012-8 0,096 20000
Portanto, o valor total do bbénus

recebido inicialmente por Kleber foi
igual a R$ 20.000,00.

A resposta correta é a Alternativa C.
Exercicios Propostos

01. Ana solicitou um empréstimo de
R$ 5000,00. Apds 5 meses, pagou R$
6000,00 de volta e quitou a divida.
Qual a taxa de juros simples aplicada
sobre o empréstimo, ao més e ao
ano?

02. (EPCAR - 2012/Adaptada) Sr. José
tinha uma quantia x em dinheiro e
aplicou tudo a juros simples de 5% ao
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ano. Terminado o primeiro ano,
reuniu o capital aplicado e os juros e

1 .
gastou — na compra de material para
construcao de sua casa.

O restante do dinheiro ele investiu

. . 5
em duas aplicagdes: colocou - a
juros simples de 6% ao ano e o que
sobrou a juros simples de 5% ao ano,
recebendo assim, 700 reais de juros

relativos a esse segundo ano.

Qual a quantia x que o Sr, José tinha
antes da aplicagao?

Em aplicagcdes praticas no mercado
financeiro, € mais frequente o uso de
juros compostos. Nesse regime, 0s
juros a cada periodo sdo aplicados
sobre o montante do periodo
anterior, e nao sobre o capital inicial,
como Nno caso de juros simples.

Vamos ver como ficam os juros e o
montante a cada més do Exemplo
01, agora sob juros compostos.

Segundo o exemplo, o empréstimo é
de R$ 2000,00 e a uma taxa de juros
de 2 % ao més.

No primeiro més, os juros de 2% sao
aplicados sobre o montante anterior,
nesse caso o proprio capital inicial de
R$ 2000,00. Assim, 0s juros nesse
meés serao de:

0,02 -2000 = 40

O wvalor dos juros aplicados no
primeiro més é de R$ 40,00, assim
como no caso de juros simples e o
montante passa a ser de R$ 2040,00.
Entretanto, a partir do segundo més
podemos ver a diferenca entre os
dois regimes de juros.

No segundo més, os juros de 2% sao
aplicados sobre o montante de R$
2040,00 e nao sobre o capital inicial
de R$ 2000,00. Assim, 0s juros nesse
Mmés serdo de:

0,02-2040 = 40,8

Ou seja, o valor dos juros aplicados no
segundo més aumentou em relacao
ao valor do més anterior. Assim, o
montante agora passa a ser de:

2040 + 40,80 = 2080, 80

Da mesma forma, no terceiro més, os
juros de 2% sao aplicados sobre o
montante de R$ 2080,80:

0,02 -2080,80 =~ 41, 62

Novamente, note que o valor dos
juros aplicados aumentou em relagao
aos meses anteriores. Isso ocorre
porque temos “juros aplicados sobre
juros anteriores”, por isso se chama
juros compostos.

Veja mais alguns valores dos juros
por més e do montante na tabela a
seqguir:

Tempo | Juros por | Montante
(meses) més
(R$)
(R$)
1 40 2040
2 40,80 2080,80
3 41,62 2122,42
4 42 44 2164,86
5 43,30 2208,16
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Observacao: Nesse caso, se
desejassemos saber o valor total dos
juros a cada més, poderiamos
subtrair do montante o capital inicial.

Agora, vamos encontrar uma formula
para o0 montante em  juros
compostos, assim como fizemos no
caso de juros simples.

Considere um capital € e uma taxa de
juros compostos j. Apos um periodo,
como 0S juros sao aplicados
inicialmente sobre o capital, o
montante é dado por:

M=C+]=C+Cj=C1+])

Apos dois periodos, 0s juros passam a
ser aplicados sobre o montante M.

Assim, O hovo montante passa a ser:
M,=M +M-j=M(@1+j)

Substituindo o valor de M1’ temos:

M, =C+HA+)=Cc + )’

Apds trés periodos, temos os juros
aplicados sobre o montante M,,

assim:

M =M, +M:j=M(a1+ )
M, =C(1+)'A+)=CcA+)’

De forma geral, para t periodos
transcorridos, o montante a juros
compostos é dado por:

M=ca+))

Juros Simples x Juros
Compostos

Na tabela abaixo temos os valores do
montante a cada Mmés, a juros simples
€ a juros compostos, para um mesmo

capital inicial de R$ 2000 e uma
mesma taxa de juros de 2 %:
Tempo | Montante | Montante
(meses) simples composto
(R$) (R$)
0 2000 2000
1 2040 2040
2 2080 2080,80
3 2120 2122,42
4 2160 2164,86
5 2200 2208,16
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Note que, como o valor dos juros
aumenta a cada més no regime de
juros  compostos, o montante
aumenta mais rapidamente a juros
compostos do que a juros simples.

Dizemos que, em juros simples, o
montante cresce linearmente com o
tempo, pois é uma funcao do
primeiro grau na variavel t. J&a em
juros compostos, como temos a
variavel t no expoente, dizemos que o
montante cresce exponencialmente.

Em geral, para problemas
envolvendo juros compostos,
utilizamos ferramentas como

equacdes exponenciais e logaritmos,
assuntos de ensino médio que nao
fazem parte do escopo da prova da

EPCAR. Assim, nos exercicios
resolvidos e nos exercicios propostos
no fim do capitulo ndo sera

necessario o Uuso de tais conceitos.
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Exercicios resolvidos

03. (ENEM) Considere que uma
pessoa decida investir uma
determinada quantia e que sejam
apresentadas trés possibilidades de
investimento, com rentabilidades
liquidas garantidas pelo periodo de
um ano, conforme descritas:

Investimento A: 3% ao més
Investimento B: 36% ao ano
Investimento C: 18% ao semestr

As rentabilidades, para esses
investimentos, incidem sobre o valor
do periodo anterior. O quadro
fornece algumas aproximacdes para
a analise das rentabilidades:

n 1,03"
3 1,093
6 1,194
9 1,305
12 1,426

Para escolher o investimento com

maior rentabilidade anual, essa
pessoa devera:
a) escolher qualguer um dos

investimentos A, B ou C, pois as suas
rentabilidades anuais sao iguais a
36%.

b) escolher os investimentos A ou C,
pois suas rentabilidades anuais sao
iguais a 39%.

c) escolher o investimento A, pois a
sua rentabilidade anual é maior que
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as rentabilidades anuais dos

investimentos B e C.

d) escolher o investimento B, pois sua
rentabilidade de 36% é maior que as
rentabilidades de 3% do investimento
A e de 18% do investimento C.

e) escolher o investimento C, pois sua
rentabilidade de 39% ao ano € maior
gue a rentabilidade de 36% ao ano
dos investimentos A e B.

Resolucdo:

Como o enunciado menciona que “as
rentabilidades (..) incidem sobre o
valor do periodo anterior”, os
investimentos sao realizados em
regime de juros compostos. Nesse
contexto, a rentabilidade ¢é o
aumento percentual do montante
em relagcao ao capital inicial, dado
por:

M—C
c

c(1+))'—C t
=0 L -1+ -1

investimento A, temos
j=003 ao més e t = 12meses.
Usando os dados da tabela, a

rentabilidade anual serd de:

Para o

(1+003)7-1=103"-1
~1,426 — 1 = 0,426 = 42,6 %

Para o investimento B, o enunciado ja
forneceu a rentabilidade anual: 36 %.

Para o investimento C, temos
j = 0,18 ao semestre et = 2 semestres
. A rentabilidade anual entdo é de:

(1+018)°-1=118" -1
~1,39 — 1 = 0,39 = 39%

Logo, deve ser escolhido o
investimento A, que pOSSUi
rentabilidade anual maior do que as
dos investimentos B e C. Note que a
rentabilidade por periodo é
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proporcional a duracao do periodo.
Nessas condicdes, a juros compostos,
o investimento com menor periodo
(maior frequéncia de capitalizacao) é
mais vantajoso.

Portanto, a resposta correta é a
alternativa C.

Exercicio proposto

03. (UPE - Adaptado) Dan deve uma
importancia € em um determinado
cartdo de crédito. Ele resolve nao
utilizar mais esse cartdo e pagar
mensalmente 30% do valor da fatura.
Se o cartao cobra juros de 12% ao
més, lancados sobre o saldo devedor,
antes de enviar a fatura, quanto Dan
deve ao cartdo apdés 10 meses?
Observacao: Deixe a resposta em
funcao de C.
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0. (EMBRAER - 2017) Berenice
comprou uma geladeira nova, de
preco igual a P reais. Pagou 20%
desse valor no ato da compra, € o
restante, acrescido de 5% a titulo de
juros, em uma parcela Unica 3 meses
apods a data da compra. Se o valor da
parcela Unica foi de R$ 1.680,00,
entdo o valor total que Berenice
gastou na compra dessa geladeira foi
igual a:

a) R$ 2.000,00.
b) R$ 2.080,00.
¢) R$ 2.100,00.

d) R$ 2.240,00.

02. (FGV - 2016) Ronaldo aplicou seu
patrimoénio em dois fundos de
investimentos, A e B. No periodo de
um ano ele teve um rendimento de
R$ 26250,00 aplicando 75% de seu
patrimoénioem A e 25% em B.

Sabendo que o fundo B rendeu uma
taxa de juro anual 20% superior a de
A, entao, se tivesse aplicado 100% do
patrimoénio em A, teria recebido:

a) R$ 25 200,00
b) R$ 25 000,00
¢) R$ 25 600,00
d) R$ 24 800,00
e) R$ 25 400,00

03. (EMBRAER - 2017) Abel tomou
um empréstimo de R$ 10.000,00, a
ser pago acrescido de juro simples de
1% ao més. Trés meses apds, ele fez
um pagamento de R$ 5.800,00, que
incluiu os juros devidos até aquele
momento mais a parte do valor
emprestado. Um més apds esse
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pagamento, ele fez um segundo
pagamento e liquidou todo o seu
débito. O wvalor do segundo
pagamento foi de:

a) R$ 3.980,00.
b) R$ 4.242,00.
¢) R$ 4.545,00.
d) R$ 5.600,00.

04. (EPCAR - 2013) Gabriel aplicou R$
6500,00 a juros simples em dois
bancos. No banco A, ele aplicou uma

N 5
parte a 3% ao més durante -~ de um
ano; no banco B, aplicou o restante a
3,5% ao més, durante% de um ano. O

total de juros que recebeu nas duas
aplicacbées foi de R$ 2002,50. Com
base nessas informacgdes, é correto
afirmar que:

a) € possivel comprar um televisor de
R$ 3100,00 com a quantia aplicada
no banco A.

b) o juro recebido com a aplicagdao no
banco A foi menor que R$ 850,00.

c) € possivel comprar uma moto de
R$ 4600,00 com a quantia recebida
pela aplicagcao no banco B.

d) o juro recebido com a aplicagao no
banco B foi maior que R$1110,00.

05. (EPCAR - 2020) Uma pessoa
aplicou 60000 reais durante o ano de
2018. Parte desse dinheiro aplicou no
investimento P e a outra parte no
investimento Q.

No final de 2018, retirou o dinheiro
das duas aplicagdes e verificou que,
somando os dois valores, ndo obteve
lucro nem prejuizo.
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O investimento P rendeu 10%, mas,
sobre o rendimento, foi cobrada uma
taxa de 10%; ja o investimento Q deu
prejuizo de 12,6%.

Com base nessas
pode-se afirmar que:

informacoes,

a) a razao entre o valor aplicadoem Q
. . 5
e ovalor aplicadoem P é +.

b) com o que essa pessoa recebeu do
investimento Q, no final de 2018, seria
possivel comprar um carro de 23000
reais.

c) a diferenca entre o maior e o
menor valor aplicados, em reais, €
maior que 11000 reais.

d) essa pessoa aplicou mais de 32000
reais no investimento P.

06. (IBMEC/SP) Jair tem trés opcdes
de pagamento na compra de uma
maquina no valor de 100 mil reais,
que sao:

l. 3 vista com 4% de desconto;

IIl. em duas prestacdes mensais
iguais, sem desconto, vencendo a
primeira um mMmés apds a compra;

lll. em duas prestacdes mensais
iguais com desconto de 2%,
vencendo a primeira no ato da
compra.

Como Jair dispde dos 100 mil reais
para a compra, antes de tomar a
decisdo, ele verificou que é possivel
conseguir uma aplicagcao financeira
no seu banco com rendimentos
liguidos mensais de 2%. Dessa forma,
comparando as trés opcdes ao final
de dois meses, a melhor das trés ¢ a:

a) |, com vantagem de R$ 112160
sobre a pior opgao.
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b) I, com vantagem de R$ 964,80
sobre a pior opgao.

c) I, com vantagem de R$ 482,50
sobre a pior opgao.

d) Il, com vantagem de R$ 236,40
sobre a pior opgao.

e) Ill, com vantagem de R$ 180,20
sobre a pior opgao.

07. (EPCAR - 2011) Lucas e Mateus
ganharam de presente de aniversario
as guantias X e y reais,
respectivamente, e aplicaram, a juros
simples, todo o dinheiro que
ganharam, da seguinte forma:

1) Mateus aplicou a quantia y durante
um tempo que foi metade do que
esteve aplicado a quantia x de Lucas.

2) Mateus aplicou seu dinheiroa uma
taxa igual ao triplo da taxa da quantia
aplicada por Lucas.

3) No resgate de cada quantia
aplicada, Lucas e Mateus receberam
0 mesmo valor de juros.

Se juntos os dois ganharam de
presente 516 reais, entao x — y é igual
a:

a) R$ 103,20
b) R$ 106,40
c) R$ 108,30
d) R$ 109,60

08. (EPCAR - 2006) Dois socios, x ey,
gue montaram uma firma e que tém
retirada mensal de acordo com o
capital inicial de cada um,
combinaram que a soma das
retiradas totalizaria R$ 5.000,00. Apds
6 meses, Yy passou a receber por més
mais 15% por ter adquirido algumas
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cotas de x que, consequentemente,
1
passou a receber - a menos.

Sabendo-se que, mesmo apds a
mudanga, o total da retirada mensal
permaneceu e que X sempre

economizou - do que recebig,

enguanto y sempre economizou
12,5%, € INCORRETO afirmar que:

a) a economia mensal de ambos era
a mesma nos primeiros 6 meses.

b) x passou a receber menos de R$
2.800,00 apos 6 meses.

c) a diferenca entre as duas retiradas
caiu para 40% com a mudanca.

d) a economia mensal de x diminuiu
R$ 30,00 com a alteracdo das
retiradas.

09. (EPCAR - 2007) Com os - da
metade do valor da heranca que
Carlos recebeu, ele adquiriu um lote.

1 . .
Com — do restante ele liquidou suas

dividas e o valor que sobrou foi
dividido em partes iguais aplicadas
como a seguir: a 1° parte foi aplicada
na poupanga com rendimento de
0,5% ao més; e a 2° foi aplicada em
acdes onde, ao fim de 15 dias, ele
havia perdido 40% do valor dessa
aplicacao.

Ao fim dos 15 dias subsequentes,
Carlos conseguiu recuperar 50% do
gue foi perdido, ficando com um
capital equivalente a 48.000 reais na
2° parte aplicada. Com base nisso, é
INCORRETO afirmar que:

a) o valor total dessa heranca seria
suficiente para compraruma casa
avaliada em 300.000 reais, caso
nao comprasse o lote nem liquidasse
suas dividas.
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b) o lote adquirido custou menos de
150.000 reais.

¢) o rendimento da poupanca no
primeiro més foi superior a 200 reais.

d) considerando o més de 30 dias, ao
final do primeiro més,a soma das

partes aplicadas e seus
rendimentos totalizavam 108.000
reais.

10. (EPCAR - 2007) Ao desfazer uma
sociedade, dois sécios A e B fizeram a
retirada de suas partes que eram
diretamente proporcionais a 1e 3. O
socio A aplicou, entao, o valor de sua
retirada a taxa de 50% ao ano. Ja o
socio B aplicou a sua parte a taxa de

25% ao ano e % do montante que

recebeu apds 12 meses foi igual a
150.000 reais. Pode-se afirmar que:

a) a diferenca entre os rendimentos
dos s6cios A e B, apods 12 meses, €, em
milhares de reais, um nudmero do
intervalo [8, 15].

b) a soma dos capitais retirados por A
e B é igual ao montante que o sécio
B conseguiu apds 12 meses.

¢) o rendimento obtido pelo sécio A é
igual a 30% do rendimento do sdécio
B.

d) o capital retirado pelo sécio A e o
rendimento conseguido pelo sécio B
sdao valores iguais.

1. (EPCAR - 2008) Dois capitais a e b,

a > b, cuja diferenca entre os mesmos
é igual aos % de % de % de R$
4.000,00 foram aplicados as taxas de

juros simples de:
- 20% ao ano, o capital maior; e

- 30% ao ano, o capital menor.
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Apds 257 dias de aplicagcdo, o
investidor solicitou resgate do maior
valor aplicado e mais os juros das
duas aplicacdes, que naquela data
representavam valores iguais.

Sabendo-se que o ano comercial
possui 360 dias e que em qualquer
dia do ano que o investidor
resgatasse as aplicacdes ele receberia
o rendimento proporcional ao tempo
de aplicacao, € correto afirmar que:

a) o valor total aplicado é menor que
R$ 900,00.

b) se os dois capitais sé fossem
resgatados ao final do primeiro ano,

. . . 1
eles teriam rendido, juntos, - de seu
valor.

¢) o capital menor corresponde a 60%
do capital maior.

d) apdés o resgate do maior valor
aplicado e dos juros das duas
aplicagdes, se for mantida a aplicagao
do capital menor, a mesma taxa, apos
meio ano, ele renderd um valor
correspondente a 10% do capital
maior.

GABARITO
1) B
2) B
3) C
4) C
5) D
6) A
7) A
8) D
9) D
10) A
m) D
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No capitulo de Expressdes Numéricas e Algébricas |, ndés aprendemos técnicas
para simplificar fracdes com raizes no denominador. Agora, neste capitulo,
estudaremos mais uma técnica importante para resolver expressdes numeéricas:
simplificacdo de radicais duplos. Tratam-se de expressdes com radicais “dentro”
de outro radical, cuja simplificacao nao é necessariamente imediata. Neste
capitulo também usaremos fatoracao e produtos notaveis para simplificar essas
expressoes.

V2 +2=+4=2  Entdo, podemos

simplificar:
Observe a seguinte expressao:

N=\/11+6ﬁ+\/11—6ﬁ P=\/2+m
Podemos afirmar que N ¢é um :m=\/2+\/m

ndmero racional? Ou N € um ndmero

irracional? — /2 +fA=-2+2=1/4

Uma expressao com todas essas p

raizes quadradas, definitivamente, =2

parece ser um numero irracional. Logo, P € um numero racional..

No entanto, ndo podemos afirmar Diante disso, voltemos ao exemplo
com certeza que a soma de dois inicial envolvendo o numero N. Veja o
ndmeros irracionais sera irracional. gue acontece ao calcular o valor de N
Por exemplo, 0s numeros com auxilio de uma calculadora:
a=2++3 e b=2-+3 sdo ambos

irracionais, mas a soma deles é um V(M +6x3(2)) +V (11-6xV(2)) =
numero racional:

a+b=2+3+2-+3=14
Esse resultado nos sugere que N €

Além disso, também nao podemos um nuUmero racional, mas lembre-se
afirmar que um numero “cheio de de que calculadoras trabalham com
raizes quadradas” é, aproximacées ao lidar com numeros
necessariamente, um numero irracionais. Logo, ndao podem ser
irracional. Observe o numero real P a utilizadas para uma demonstracao
seguir: rigorosa.
T Como podemos provar, entdo, que N
P :\/2 tV2+v2 +2 ¢ de fato um numero racional?

Poderiamos fazer da mesma forma
gue fizemos anteriormente para os
numeros a + b e P? E 0 que veremos
a seguir.

Dentro da expressdao de P temos a
raiz de um quadrado perfeito:
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Para provar que N &€ um numero
racional, vamos tentar simplifica-lo.
Para isso, vamos por partes,

comecando com /11 + 64/2.

Para entender como isso pode ser
feito, observe o que acontece quando

elevamos ao quadrado alguns
numeros da forma A++/B,
utilizando o) produto notavel

(atb)’ = a’+2ab + b’.

Exemplo O1. 1 + /2

(1+ ﬁ)z =1+ 212 + (ﬁ)2

=14+2242=34+22

(2 —ﬁ)zzzz— 2-2-@+(ﬁ)2
=4-43+3=7-43

Note que os resultados foram outros
ndmeros que possuem O Mmesmo

formato: 4 ++/B. Olhando de cara para

0s NUMeros 3 + 24/2,7 — 4/3e 2 + 43,
a principio nao parece que podem
ser fatorados como quadrados
perfeitos, mas acabamos de mostrar
gue eles podem sim. Como estamos
lidando com nuUmeros positivos,
entao, podemos afirmar que:
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3+ 22=(1+:2) =1+2

V7 + 43 ="(2 —ﬁ)2= 2 —3
e [JF ) —E
Expressbes como \/3 + 2\/5, \/7 + 4\/§

e /2 ++3 sdo conhecidas como

radicais duplos.

As expressdes com radicais duplos
podem ser simplificadas quando
contém um quadrado perfeito dentro
da raiz quadrada.

Novamente, voltemos ao exemplo
inicial do capitulo. Desejamos
simplificar a seguinte expressao:

N =411 + 642 + 11 — 642

Iniciaremos pelo primeiro termo:
V11 + 62.
Para simplificar essa expressao,

temos que escrever 11 + 62 na
2 2
forma:a” + 2ab + b".

Observe que, nos exemplos
anteriores, o termo 2ab é aquele que
apresenta uma raiz quadrada no
resultado. Isso ocorre porque, ao

calcular o’ + bz, as raizes quadradas
presentes em a ou b se cancelam,
obtendo um numero inteiro. Assim,
gueremos achar numeros a e b tais
que:

a’+b°=11.2ab = 62

Note que 62=2-3-42. Como
gueremos escrever esse termo na
forma 2ab, podemos entdo tomar

a =3eb =+/2.Como:

a2+b2=32+(\ﬁ)

11,
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encontramos os NnUmeros
estdvamos procurando.

que

Assim, podemos simplificar o radical
duplo usando a fatoracao

a’+ 2ab +b° = (a + b)*
V11 + 6\/§=\/32 + (ﬁ)2 + 2:342

Para simplificar o outro termo

(11 — 6\@), podemos usar a mesma

ideia, uma vez que mudou apenas o
sinal dentro do radical duplo.

Entretanto, quando temos uma
subtracao dentro do radical, devemos
tomar cuidado para que o resultado
seja um numero positivo:

i1 =62 =3 + () - 23+
=@ -+2) =13 -2l

Como 3 e \/E sao positivos, podemos
comparar 0s numeros pelos seus

quadrados: 9 > 2, ou seja, 3° > (ﬁ)z

Assim, 3 >2 e 3 —+/2> 0,0u
seja, podemos afirmar que:
|3 —+2|=3 -2

Agora, temos condicdes de

responder a pergunta do inicio do
capitulo. Entdo, N € um numero
racional e igual a 6:

N =11 + 62 + /11 — 6.2

N=3+2+3-2=3+3=6

Podemos encontrar o valor de N
utilizando uma outra abordagem,
gue é elevar a expressao ao quadrado
e depois simplifica-la:
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N =11 + 62 + /11 — 6.2
NZ:( 11+6ﬁ)2+( 11—6ﬁ)2

N =11+ 62+ 11 — 62

+ 2011 + 642)(11 — 64/2)

N =22 + 2\11° — (6\5)2
N° =22 + 2121 — 72 = 22 + 2./49

N =22+ 27 =36

N >0
>N=6
Nas proximas  segdes,  iremos

consolidar o que foi visto na secao
anterior, apresentando dois métodos
praticos para simplificar radicais
duplos: a soma e produto e a formula
de transformacao.

Ao simplificar o radical V11 + 62 na

se¢cao anterior, vimos que a resposta
seria da formaa + b, onde a e b sao as
solugdes do seguinte sistema:

a’+b°=11.2ab = 62

Entretanto, parece um sistema
complicado de resolver toda vez que
quisermos simplificar um radical
duplo.

Vejamos uma forma mais pratica de
encontrar o mesmo resultado.

Vamos transformar o radical duplo na
soma de radicais simples:

\Jp + +/q. 1sso significa que dentro do
radical vamos encontrar algo da
forma:
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Vp +la =\ ++a)
=p +q + 2pq

Ou seja, se escrevermos o radical

duplo como A + 2\/§, entdo basta

encontrar dois ndmeros p e q cuja
soma € A e o produto é B:

i 2l =p + o

=
A=p+qeB =pq

Isso também vale para radicais

duplos da forma /A — 24/B, mas o

resultado sera do tipo +/p — /g (com
p > q, para garantir que a raiz
guadrada seja positiva).

Exemplo 03. Transforme o radical

\/11 + 612 na soma de dois radicais

simples.
Reescrevendo na forma /4 + 2+/B,
temos:

V11 + 62 =11 + 2342
=11 + 2\/327-:\/11 + 2418

Precisamos agora encontrar dois
ndmeros cuja soma seja 11 e cujo
produto seja 18.

Vamos pensar nas formas de escrever
18 como um produto e verificar se a
soma dos fatores da Tt

e 18=1-18=1+ 18 = 19
e 18=2-9=2+ 9 = 11 (ok))

Existem outras formas de escrever o
produto, mas iremos parar porque ja
encontramos os ndmeros p e q, que
sdo2e9.

Entdo a resposta é:

Vp +g =9 ++2 =3 +42,

Note que a resposta ¢é igual a
encontrada anteriormente:

V11 + 642 =3 +42

Exemplo 04. Transforme o radical
7 —+/40 na soma de dois radicais
simples.

Para escrever o radical na forma

VA — 2\/§, para simplificar, podemos

tirar o fator 4 de dentro da raiz:
\[7 = /40 =7 — 410
=7 — 410 = /7 - 2410

Agora, precisamos encontrar dois
ndmeros cuja soma seja 7 e o
produto seja 10. Testando as
possibilidades:

e 10=1-10=>1+ 10 =11
e 10=2-5=2+5=7(ok!)

Assim, os ndmeros gque procuramos
sdao 2 e 5. Entretanto, qual deve ser a

resposta correta: /2 — +/5 ou /5 — /27

Lembre-se de que o resultado da raiz
guadrada deve ser positivo.

Como 5 > 2, entdo+/5 > /2.

Logo:

7~ i =5 2
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O meétodo de soma e produto é
bastante util, mas pode nao ser tao
pratico para simplificar radicais

duplos como /4 + +/15. Nesse caso,
precisariamos reescrevé-lo como:

4+ 215 =14 + 24/

Assim, precisariamos encontrar dois
ndmeros cuja soma seja 4 e o
produto seja 15/4?

E possivel encontrar a resposta dessa
forma, mas ao contrdrio dos
exemplos anteriores que envolvia
apenas nUumeros inteiros, poderia ser
mais trabalhoso e demorado.

Para resolver de forma pratica casos
cCoMmo esse, iremos encontrar uma
formula pronta para transformar
radicais duplos em radicais simples.

O processo para encontrar a férmula
nao é o mais importante aqui, mas
sim a sua aplicagcao pratica para a
simplificacdao de radicais duplos.

Buscaremos generalizar o)
procedimento feito na secao anterior.

Desejamos escrever o radical duplo

\JA ++/B como a soma de radicais

simples \/p + /g, em que 4, B, p e q sdo
ndmeros racionais positivos e B ndo é
um quadrado perfeito. Assim, temos
que:

b=+

Elevando ambos lados ao

guadrado:

A +B = (p+/a)

oS
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A++B=p+q+ 2\pq

Note que cada lado da equacgao
possui uma parte racional e uma
parte irracional. Podemos, entdo,
igualar essas partes entre si:

p+q=A42/pg=1B
=p+q=Apq=

Lembre-se de que A e B sao valores
dados pelo problema. Assim, temos
um sistema nas variaveis p e g, muito
parecido com o gque encontramos na
secao anterior.

Note que conhecemos a soma (4) e o
produto (B/4) entre p e q. Podemos,
entdo, afirmar que p e g sao as raizes
da seguinte equagao do segundo
grau:

2
x — Ax + % =0
Portanto, podemos encontrar as

raizes pela féormula de Bhaskara e
chamar uma delas de p e aoutrade g

_ A+A-B  _ A—JA-B
- 2 4 = 2
Chamando \/AZ - B de C e

substituindo na expressao \/E + \@,
chegamos a formula de
transformag¢ao do radical duplo:

o=

A°— B

C =

Para /A —+B, o procedimento &

analogo. Neste caso, temos a mesma
férmula com sinal negativo entre os
radicais simples a direita:

=
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Para que a férmula gere de fato uma
expressdao com radicais simples e nao
dois novos radicais duplos, € deve ser

um numero racional. Em outras
2

palavras, A" — B deve ser um
guadrado perfeito. Além disso, pela
condicdao de existéncia da raiz
quadrada, devemos ter que
2

A —B>0.

Exemplo 05. Vamos utilizar a formula
para simplificar o radical duplo visto

na secao anterior: m
Reescrevendo na forma m:
V11 + 642 =11 + /362
=11 +72

Temos que A=11, B=72 e
c=\11"-72=-121 - 72=-/49 =7
Aplicando na formula de
transformacao:

A +\/§=\/%+\/“2;C

11+7 11-7
Vi1 + 6y2 =4[22 42
=9 +2=3+42

Assim, encontramos de forma mais
simples o mesmo resultado obtido
por soma e produto.

Exemplo 06. Transforme o radical

\/4 ++/15 na soma de dois radicais

simples.
Vamos utilizar a formula de
transformagao para resolver o

exemplo “problematico” do inicio da
secao.
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Temos que A =4, B =15 e
C=+4"-15=1+16 — 15 =/1= 1.
Substituindo na formula de

transformacao:

i =
i = o

5 3 “
Note que —- e - somados dao 4, e o

L. 15 .
seu produto é igual a == assim como

indicado pelo método da soma e
produto.

Racionalizando o resultado, temos:

JE+AE= e _ )

— \/10++/6

2

Exercicios Propostos

01. Transforme os seguintes radicais
na soma de dois radicais simples:

a)m
b)\/6 — 2.5
3 +5
d) /11 - 21
e) V8 + 2/15

02. Qual o valor da

51 + 142 + /11 — 627

expressao




¥R CASDinho

Matematica EPCAR

Nas secdes anteriores, vimos como
simplificar radicais duplos da forma

VA i\/E. Como poderiamos proceder

para simplificar radicais duplos
envolvendo raizes cUbicas, como
3 . ..
\JA ++/B, ou ainda raizes
n-ésimas?

Poderiamos tentar deduzir uma

formula geral, mas isso ndao é tao
simples quando se trata de raizes
cUbicas. Procedendo de forma
analoga a sec¢ao anterior, as contas se
tornariam bastante complexas.

Como proceder nesses casos entao?

Vamos novamente usar a fatoragao e
procurar cubos perfeitos dentro da
raiz cubica, ou seja, vamos procurar
reescrever o que esta dentro da raiz
na forma de um destes produtos
notaveis:

(a + b)3 =a’ + 3d’h + 3ab’ + b’
(a — b)3 =a’ — 3d’h + 3ab’ - b’

Exemplo 06. Transforme o radical

\3/10 + 61/3 na soma de dois radicais

simples.

Comecamos imaginando que tipo de
numero elevado ao cubo poderia ter

10 + 6/3 como resultado.

Note @) que acontece

elevamos a + b+/3 ao cubo:
(a + b3)
= &’ + 3d"(b3) + 3a(b3) + (b3)

=’ + 3d°p\3 + 3a:3b + b°-(343)

guando

=a’ + 9ab + (3a2b + 3b3)\ﬁ
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Encontramos, assim como Nnos casos
anteriores, uma parte racional (

a3+9ab) e uma parte irracional (
(3a°p + 36°)\3).

Comparando com o
desejado (10 + 6@),temos:

resultado

o’ + 9ab = 103d°h + 30> = 6

Parece um sistema dificil de resolver,
mas podemos rapidamente
encontrar a solugcao desejada com
algumas observacgoes.

Note que podemos simplificar a

segunda equacéo para:
b +b=2

3
Temos que b~ somado com outro
termo deve ser igual a 2. Como
estamos procurando por solucdes
positivas. uma vez que estamos
calculando a raiz cubica de um
. o ~ 3
ndmero positivo, entdo b~ deve ser
menor do que 2.

Note, entao, que se b for igual a 2, b’
ja vai ser 8, o que nao €& possivel!
Logo, o unico valor inteiro positivo
viavel é b= 1. Substituindo,
encontramos o valor de a:

d1+1P=2=2d"+1=2
=1
a>0=>a=1

Perceba que a=1 e b =1 também
satisfazem a primeira equacao:

1° + 911 = 10 (ok!)

Assim, fizemos a suposicao de que a

resposta seria da forma a + b3 e
encontramosa = 1e b = 1. Portanto:

J10 + 63 =1 +3
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As raizes de indice impar podem ser
negativas, se o radicando for também
negativo. Por exemplo:

V10 — 643 =113

Nesse caso, tanto o radicando quanto
a raiz cubica sdo numeros negativos.

Por fim, uma dica para simplificar
radicais duplos com raiz de indice par

em geral, tais como \/A++/B.

Note que:

VazB =\atB

Assim, no caso de uma raiz quarta,
podemos aplicar duas vezes a
transformacao de um radical duplo
com raiz quadrada.

Raizes de indice 5 ou maior nao
costumam  ser abordadas em
guestdes, devido a alta complexidade
do resultado.

Veja, por exemplo, os valores
relativamente grandes que aparecem

ao se calcular (1 + ﬁ)sz

(1 +ﬁ)5 =41 + 292

No entanto, para abordar esses casos,
poderiamos usar estratégias
semelhantes as vistas nessa secao:
pensar em produtos notaveis ou em

casos simples (1 ++/2, 1 ++/3..) como
possiveis respostas.

Exercicios Propostos

03. (CN/Adaptada) Determine o
resultado mais simples para a
expressao:

(38 + 7) +(38 - 7).
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Exercicios resolvidos

01. (EPCAR) Sendo x e y numeros
naturais, com x > y, a expressao

\/Zx + 2\/x2 - y2

equivale a:
a) \x +ly
b)x + y +1Jy
c)x+x —y

d)Vx +y++x -y
e 2Vx + y+ 24x — y

Resolucdo:

Note que a expressao esta na forma

VA + 2\/§. Assim, podemos resolver

usando soma e produto: em que a
soma dos numeros € 2x e o produto é

2 2
X —y.
Note que podemos fatorar a
diferenca de dois quadrados:
2 2
x —y =x+ykx-y.

Entdo, o produtoentrex + yex — yé
2 2 .
x — 1y ,como desejado.

Agora veja quanto vale a soma:
x+y»+Ex—-—y)=2x

A soma vale 2x, conforme estdvamos
procurando. Logo, 0s numeros
desejados saox + y e x—yea
resposta do problema é:

\/2x+2\/x2—y2=\/x+y+\/x—y

Alternativamente, podemos também
resolver usando a formula de
transformacao de radical duplo.
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Colocando o radical duplo na forma

\/Zx + 2\/x2 - y2
= \/Zx + \/4x2 - 4y2

B=4x -4y e

Temos

C = \/AZ — B = \/(Zx)2 - (4x2 - 4y2)

=\/4x2 - 4x2 + 4y2 =\/4T/2= 2y.

Substituindo
transformacao:

A +\/§=\/%+\/AZ;C

:\/Zx + 2\/x2 - y2
2x+2y 2x—2y
Y=g

x +y+x -y

resposta correta é a

A = 2x,

na féormula da

Portanto, a
alternativa D.

02. (IME - 2003) Demonstre que

20 + 1442 + /20 — 1442

€ um numero inteiro multiplo de 4.

Resolucdo:

Vamos escrever os radicais como a
soma de radicais simples,

comecando por /20 + 14+/2.

Assumindo que o resultado seja da
forma a + b2, temos:

N20 4+ 142 = a + b2
20 + 142 = (a + bﬁ)3
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=d + 3a2b\/§ + 3a(b 2 : + (b\/§)3
=a’ + 3¢°b\2 + 3a-:2b + b*-(242)
= (a3 + 6ab) + (3a2b + 2b3)\/§

Comparando as partes racional e

irracional, temos:

& + 6ab = 203a’h + 2b° = 14

Sabendo que a e b sao inteiros e
positivos, vamos testar diferentes
valores de a na primeira equacgao:

e =1
3
a + 6ab = 20
3
1"+ 6:1:b =20
6b =19=b =
Nao € o valor de q, pois b ndo é inteiro.
o a=2:
3
a + 6ab = 20
2> + 6:2:b = 20=8 + 12b = 20
12b =12=>b =1
Verificando a segunda equacao:
3a°h + 2b° = 14
2 3
3271 4 21" =12 4+ 2 = 14 (ok))

Os valores procurados sao a =2 e
b = 1, portanto:

N20 + 142 = 2 +42

O procedimento para /20 — 14\ﬁ
seria analogo, resultando em um
sinal negativo entre os termos:

J20 — 142 =2 =2
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Calculando a soma entre os termos:

V20 + 1442 + 20 — 142
=24+24+2-2=4

Logo, o nUmero em questdo € igual a
4, que é um numero inteiro e
multiplo de 4, como queriamos
demonstrar.
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0l. (CMBH - 2016) O valor da

expressao /3 + 242 — /3 — 242 &

a) um multiplo de 3.

b) um NnUmero irracional.
c¢) um multiplo de 5.

d) um gquadrado perfeito.
€) um numero primo.

02. (ITA - 2005) Sobre o numero

x =17 — 43 ++3 é correto afirmar

que:
a)x € ]0, 2.
b) x € racional.

c) \/2x € irracional.

2 .. .
d) x” éirracional.

e)x e ]2, 3[.

03. (EsFCEx - 2019) O numero
irracional p =17 —+/24 pode ser
escrito sob a forma de radicais

simples.

Considerando a afirmativa acima,
avalie as assercbes e a relacao
proposta entre elas.

I. O valor de p na forma de radicais
simples é/6 — 1.

. Em algumas expressdées com
radicais duplos, a fatoracao pode ser
desenvolvida por meio de uma
equivaléncia com a expressao
(x — v)® = x* — 3x%y + 3xy* — >

A respeito dessas assercodes, assinale
a alternativa correta.
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a) As assercgoes | e |l sao proposicdes
verdadeiras, e a Il € uma justificativa
dal.

b) As assercdes | e Il sao proposicdes
verdadeiras, mas a |l ndo & uma
justificativa da I.

c) A assercao | € uma proposicao
verdadeira, € a Il € uma proposi¢cao
falsa.

d) A assercao | é uma proposicao
falsa, e a Il € uma proposicao
verdadeira.

e) As assercdes | e |l sdo proposicoes
falsas.

04. (EPCAR - 2018) Sejam A e B os
valores das expressbes numeéricas a
seguir:

- V6+2y5 -6-2,5 Bz{o,ooom}z-[o,of} S
V74443 +7-443 fl]'
4t

|kEJ

s

Cada um desses valores pode ser
colocado em uma das caixas a seguir,
conforme a especificacdo de cada
uma, a saber:

()

(1) (1)

Numeros
Irracionais

Numeros
Racionais

Nlmeros
Naturais

Dessa forma, podemos afirmar que
uma combinagao correta para o0s
valores A e B e as caixas (1), (Il) e (1) &,
respectivamente:

a)A(ll) e B ()
b) A (1) e B (Il)
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c) A (lll) e B (Il
d) A(l)eB (Il
05. (CN - 1990) O denominador da
fracdo irredutivel resultante da
racionalizagao de
1
61/50—5,/75—/128—16+48
é:
a)1l
b) 22
c) 33
d) 44
e) 55
06. (CN - 2011) O numero real

26 — 1543 éigual a:
a)5 —3
b)\/7 — 43

c)3 —2
d)+13 - 3,3

e) 2

07. (CMR3J - 2007) Sendo

A =417 — 24030 = /17 + 24/30

2007
el

ovalor de (4 + 242)
a)o
b) 1
c)2
d) 3

e) 4
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08. (EsPCEXx - 2017) O numero real

3] 25 1142 31 25 1142
B TTs TNB T

pertence ao conjunto:

a) [-5, -3)

b) [-3, -1)

) [, 1)

d) [1,3)

e) [3,5)

09. (CN - 2003) Se

a=\/4—w/10+2\ﬁ e
b:\/4+\/10+2\/§, entdo a+ b é

igual a:

a) /10

b) 4
c) 242
d)\5+ 1

e)3+ 2

10. (CN - 2004) Um aluno resolvendo
uma questdao de multipla escolha
chegou ao seguinte resultado

\4/49 + 20\/3, no entanto as opg¢oes

estavam em numeros decimais e
pedia-se a mais proxima do valor
encontrado para resultado, e, assim
sendo, procurou simplificar esse
resultado, a fim de melhor estimar a
resposta. Percebendo que o)
radicando da raiz de indice 4 é quarta
poténcia de uma soma de dois
radicais simples, conclui, com maior
facilidade, que a opg¢ao para a
resposta foi:

a) 3,00

b) 3,05
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¢) 315
d) 325
e) 3,35

GABARITO

N
NUDU>»WWOWmIM
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O sistema de numeragao decimal € que permite a representacao dos numeros e
as suas operacoes, sendo a base para que possamos entender o sistema métrico e
as suas conversdes. O sistema métrico, por sua vez, permite a mensuracao
padronizada de unidades como comprimento, area, volume etc. Neste capitulo
faremos uma revisao sobre o sistema de numeracao utilizado nos dias atuais e
veremos sobre o sistema de medida métrico, multiplos e submultiplos de uma

medida e as conversodes entre elas.

Um sistema de numeragao, ou
sistema numeral, € um sistema em
gue um conjunto de numeros sao
representados por numerais de uma
forma consistente.

Atualmente, o sistema de numeragao
utilizado por nés é o sistema de
numeragao decimal.

O sistema de numeracao decimal é
composto por simbolos, chamados
de algarismos, sao eles:

0,1,23,4,56,7,8e9.

Sendo que cada algarismo pode
representar um valor diferente
dependendo da posicao que ele
ocupar.

Vejamos algumas  propriedades
importantes do sistema decimal:

1) Utilizando
algarismos
qgualquer

apenas os dez
podemos escrever
numero natural, ou seja,
todos o0s outros ndmeros sao
formados pela uniao desses
algarismos, considerando a posi¢cao
relativa de cada um deles.
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Note que para cada posicao, o
ndmero admite um valor.

Veja os exemplos:

No numeral 33, o primeiro 3 tem valor
de 30 e o segundo equivale a 3,
sendo o numero formado pela soma
de 30 + 3.

No numeral 437, 0 4 tem valor de 400
e 0 3 equivale a 30 e 0 7 representa o
7 mesmo, e o nUmero é formado pela
soma de 400 + 30 + 7.

2) O sistema decimal é de base 10,
uma vez que 0s agrupamentos sao
feitos de 10 em 10.

No caso dos exemplos anteriores,
para o numero 33, temos trés grupos
de 10 unidades e mais 3 unidades. E
Nno numero 437, temos quatro grupos
de 100 unidades (100 unidades = 10
grupos de 10 unidades), trés grupos
de 10 unidades e mais 7 unidades.

3) O sistema decimal € multiplicativo,
porque um algarismo escrito a
esquerda de outro vale dez vezes o
valor posicional que teria se estivesse
ocupando o lugar desse outro. Por
exemplo, no numero 33, o primeiro 3
tem valor de 30 e o segundo tem
valor de 3.
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Agora que revisamos sobre o sistema
de numeracao decimal, veremos
sobre os sistemas de medidas, em
gue sao um conjunto de unidades de
medidas que mantém algumas
relacdes entre si. O sistema métrico é
0 mais conhecido e utilizado em todo
o mundo.

Imagine que vocé quer saber a
distancia até um parque e pergunta
essa informacao para Ana. Entao, ela
responde:

— A distancia é 2.

Como assim a distancia é 2? 2 o qué&?
2 milimetros? 2 metros? 2
quildmetros? 2 jardas?

Perceba que nao tem como vocé
saber qual é a distancia se a Ana
responder s6 “2". Por isso, a unidade
de medida é muito importante.

Para medir distdncias podemos
utilizar varias unidades de medida
diferentes, como o milimetro, metro,
quildmetro e jarda.

Agora, imagine que em vez da
resposta anterior, a Ana respondesse:

— A distancia € de 20000 pés de Ana.

Vocé também estranharia muito se
ouvisse essa resposta, isso porque
nao estamos acostumados com a
unidade de medida “pés de Ana”".

Que loucura seria se todos
resolvessem medir as distancias com
o tamanho de seus pés! Todo mundo
responderia algo diferente para a
mesma distancia!! Para consertar
iss0, surgiu o) Sl (Sistema
Internacional de Unidades), que
padroniza as unidades de medida.
Entdo, agora ninguém mais vai usar
uma unidade diferente da outra! No
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Sl, foi adotado o metro como unidade
de comprimento padrao.

Ja sabemos que a unidade de
medida padrao do Sl é o metro. Mas
imagine se a Ana simplesmente
seguisse esse padrao e respondesse:

— A distancia é de 2000 metros.
Essa resposta continua estranha.

Precisaremos apresentar os multiplos
e submultiplos para ajudar Ana.

Os multiplos do metro sao as
unidades varias vezes maiores que o
metro. Sao usados para medir
distancias grandes. Os principais
multiplos sao:

1 decametro =10 metros
1 hectdbmetro = 100 metros
1 quilémetro = 1000 metros

Entdo, seria muito melhor se a Ana
respondesse:

— A distancia € de 2 quilémetros.

Ainda temos os submudltiplos, que
sao varias vezes menores que O
metro. Sdo usados para medir
distancias pequenas. Os principais
sao:

1 decimetro = 1—10de metro

. 1
1 centimetro = mde metro

1
1000

1 milimetro = de metro
Todas essas unidades podem ser
representadas por simbolos, como
mostra a tabela a seguir:
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Unidade Sigla

milimetro mm
centimetro cm
decimetro dm
metro m

decametro dam
hectémetro hm
qguilémetro km

Conversao entre multiplos e
submuiltiplos

Agora gue sabemos tantas unidades,
vamos aprender a transformar uma
unidade em outra. Como exemplo,
vamos converter um decametro em
um hectdbmetro. Para isso, basta
resolver a regra de trés:

ldam:10m
1hm :100m

Com a multiplicagcao em cruz:

100. 1 dam 10. 1 hm

1hm = 10dam
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Com o mesmo
concluir que:

raciocinio, € possivel

lecm = 10mm
ldm = 10mm
1m = 10dm
ldam = 10m
1hm = 10dam
1km = 10 hm

Note que, cada unidade vale sempre
10 vezes a unidade menor seguinte.
Entdo, para a conversao entre duas
unidades quaisquer, podemos usar o
seguinte diagrama:

+10 +10 +10 +10

+10 +10

x10 x10 x10 x10 x10 x10
Para colocar em pratica, vamos

resolver alguns exemplos:
Exemplo 01. Converta 100 m em:
a)dm

b) dam

c)cm

d) hm

Resolucdo:
a) Pelo diagrama, de metro para
decimetro, multiplicamos por 10.

100 m 100. 10dm = 1000dm

b) Pelo diagrama, de metro para
decametro, dividimos por 10.

100

100 m = Tdam = 10dam



¥R CASDinho

Matematica EPCAR

c) Pelo diagrama, de metro para
centimetro, multiplicamos por 10
duas vezes. Ou seja, multiplicamos
por 10%=100.

100m = 100. 100 cm = 10000 cm

d) Pelo diagrama, de metro para
hectdbmetro, dividimos por 10 duas
vezes. Ou seja, dividimos por 10?=100.

100
100mzmhm= 1 hm

Exemplo 02. Converta 975000 mm
em km.

Resolucgo:

Pelo diagrama, de mm para km,
dividimos por 10 seis vezes. Ou seja,
dividimos por 10°.

975000 mm = %}‘G’Okm = 0,975 km

Exercicios Propostos
01. Converta 500 m em:
a) milimetros
b) centimetros
¢) quildbmetros
02. Converta para decametros:
a)45m
b) 2700 mm
c) 77 km
d) 160 hm
e) 0,003 cm

Conversao entre outras
unidades

Algumas vezes, vocé vai precisar
trabalhar com outras unidades, que
Nnao sao o metro e seus multiplos e
submultiplos, por exemplo: jarda,
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polegada, légua. Nesses casos, a
conversao é feita com uma regra de
trés. Vamos resolver um exemplo
para um melhor esclarecimento.

Exemplo 03. Sabendo que 1 yd
(Jjarda) = 0,944 m, converta 2,832 m
em yd.

Resolucdo:

Basta fazer a regra de trés:
0,944 m: 1yd
2,832m:xyd

Multiplicando em cruz:

x.0944 = 2,832.1
x =3
Portanto, 2,832 m é igual a 3 yd.
Exercicio Proposto

03. Sabe-se que uma polegada
equivale a 2,54 cm. Entdo, quantas
polegadas correspondem a 0,02286
km?

A partir de agora, vamos trabalhar
com outras grandezas além de
distancia.

Comecando pela area, sua unidade
no Sistema Internacional é o metro
quadrado (m?).

Ela também possui seus multiplos e
submultiplos, como mostra a tabela a
seguir:
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Unidade Sigla
milimetro mm?
guadrado

centimetro cm?
guadrado

decimetro dm?
guadrado

metro quadrado m?

decametro dam?
guadrado

hectdmetro hm?
guadrado

quilédmetro km?
guadrado

A conversdo entre seus multiplos e
submultiplos pode ser feita com base
no diagrama a seguir:

+102 +102 +102  +10?

=102 +102

x102 x10%2 x10% x10? x102  x10?
Note que, para as unidades de area, o
padrao muda em relagdao ao
comprimento. Neste Caso,
multiplicamos ou dividimos por 100.
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Exemplo 04. Quantos hm? sdo

40.000.000 dm??

Resolucdo:

Para a conversdo, divide-se por 102
trés vezes. Ou seja, divide-se por (10%)°
=10°.

40.000.000

40.000. 000 dm” = SRR = 40 hm”

Exercicios Propostos

04. Converter hectbmetro

guadrado:

para

a) 23 m?

b) 0,005 km?

c) 3450000 cm?
d) 0,045 dam?

Ja para volumes, a unidade de
medida no Sl é o metro cubico (m?).
Seus multiplos e submultiplos sao:

Unidade Sigla
milimetro mm?
cuUbico
centimetro cm?
cuUbico
decimetro dm?
cubico
metro cubico m?*
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decadmetro dam?®
cubico

hectdmetro hm?
cUbico

quildmetro km?
cUbico

Nas unidades de volume, hd um novo
padrao, cada unidade vale 1000 vezes
a unidade menor seguinte. A
conversao entre seus multiplos e
submultiplos é feita como a seguir:

+10% +10° +10°  +10° =108 =103

x10® x10% x10® x10° x103  x103

Observagcao: O decimetro cubico
(dm?®) também pode ser chamado de
litro (1).

Exemplo 05. Converta 3 m® em litros.

Resolucdo:

Lembrando que 11 =1 dm? para a
conversao, multiplica-se o volume
por 10°.

3m’ = 3.10°dm’

3000 dm® = 30001
Exercicios Propostos
05. Converta para litros:
ajim?
b) 0,00008 km?
) 750000 mm?

d) 66 dam?

e)13cm?

06. Converta 5 m?* em:
a) km?

b) hm?

c) mm?

d) dm?®

e) ml

f) dal

g) kl

07. Mostre que 1 cm® e 1 ml
representam o mesmo volume.

Prefixos sao “pedacos de palavras”
gue sao acrescentadas antes de outra
palavra. N&do parece, mas nesse
capitulo ndés vimos varios prefixos.
Sao eles:

mili-, centi-, deci-, deca-, hecto-,
quilo-

Os seus
respectivamente:

simbolos sao,

m, ¢, d, da, h, k

Ao acrescentar esses prefixos em
uma unidade de medida, podemos
criar seus multiplos e submultiplos,
assim como os do metro. Por
exemplo, vamos criar os multiplos e
submultiplos do litro:
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Seus multiplos e submultiplos, assim
como a conversao entre eles ¢é
apresentado a seguir:

Unidade Sigla Valor

Unidade Sigla
mililitro ml 1
Tooo 9€
litro .
miligrama mg
centilitro cl L .
To0 de centigrama cg
litro
decigrama dg
decilitro dl % de litro
grama g
litro 1litro
decagrama dag
decalitro dal 10 litros
hectograma hg
hectolitro hi 100 litros
guilograma kg
quilolitro Kkl 1000 litros
+10 +10 +10 +10  +10  +10
O aumento e a diminui¢ao causados
pelo sufixo sempre € o mesmo para
todas as unidades. Entdo, a conversao : ' ' . . .
x10 x10 x10  x10 x10 x10

entre esses multiplos e submultiplos
€ apresentado a seguir:

=10 +10 =10 +10 =10 +10

x10 x10 x10 x10 x10 x10

Vamos analisar outro exemplo, a
unidade de massa grama (g).
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A unidade oficial de massa, no SI, é o
quilograma. Ainda, 1000 kg =1 ton
(uma tonelada).
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As principais unidades de tempo que
usamos no dia a dia possuem uma
conversao diferente das que vimos
até agora. Observe a seguir:

1T minuto (Min) = 60 segundos (s)
1 hora (h) = 60 minutos
1dia =24 horas
1ano =365 dias

Entdo, para conversdes de unidades
de tempo, basta seguir o seguinte
diagrama:

+60 +24

+60 +365

S

x60 x60 x24  x365

Exemplo 06. Quantos segundos tem:
a) um dia
b) um ano

Resolugdo:

a) Para converter um dia em
segundos, basta multiplicar por 24 x
60 x 60.

1dia 1.24.60.60s 86400 s

b) Para converter um ano em
segundos, basta pegar o resultado do
item a) (equivalente a um dia) e
multiplicar por 365

1 ano 365. 1dia

365. 86400 s 31.536.000 s
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Exercicios Propostos
08. Converta para minutos
a) 240 s
b) 525 h
c) 1dia
d) 2 anos
e) 7200 s
09. Converta 1 ano bissexto em:
a) segundos
b) minutos
c) horas
d) dias

10. Converta 72 km/h em m/s.
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01. (UERJ - 2018) Onga e libra sao
unidades de massa do sistema inglés.
Sabe-se que 16 oncgas equivalem a
uma libra e que 0,4 ongas é igual a x
libras. O valor de x é igual a:

a) 0,0125
b) 0,005
c) 0,025

d) 0,05

02. (ENEM - 2016) O ato de medir
consiste em comparar duas
grandezas de mesma espécie. Para
medir comprimentos existem
diversos sistemas de medidas. O pé, a
polegada e a jarda, por exemplo, sao
unidades de comprimento utilizadas
no Reino Unido e nos Estados Unidos.

< 1200
Um pé corresponde a == metros ou

3937
doze polegadas, e trés pés sao uma
jarda.

Uma haste com 3 jardas, 2 pése 6
polegadas tem comprimento, em
metro, mais préoximo de:

a)1,0
b) 3,5
c) 10,0
d) 22,9
e) 253

03. (CM Manaus - 2010) Um aviao fez
O percurso entre Belém-PA e
Brasilia-DF em 2 horas, 22 min e 35
segundos. Se ele chegou a Brasilia as
10 horas da manha, o seu horario de
partida de Belém foi:

a) 6 horas, 38 minutos e 35 segundos.

b) 6 horas, 37 minutos e 25 segundos.
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c) 7 horas, 38 minutos e 35 segundos.
d) 7 horas, 22 minutos e 25 segundos.
e) 7 horas, 37 minutos e 25 segundos.

04. (EPCAR - 2013) Analise as
proposicdes abaixo.

[) Uma jarra cheia de leite pesa 235
dag; com 3% de leite a jarra pesa 19,5
hg. O peso da jarracom s de leite éy
gramas

) Com % de 0,6da metade de 1 lata
gque comporta 20 L de tinta, um
pintor consegue pintar uma area de
16 m? Para pintar uma area 25%
menor, sdo necessarios 0,003 m?* de
tinta.

1) Um pedreiro prepara uma mistura
com 1 kg de cimento e 600 ml de
agua. Em seguida, ele aumenta em
50% a quantidade de cimento e mexe
até ficar homogénea a mistura,
obtendo 1800 ml dessa mistura. Se a
densidade da agua é 1g/ml, entdo a
densidade do cimento € igual a 1,25
kal/l.

Tem-se que:

a) apenas | é verdadeira
b) apenas | e |l sao falsas
c) apenas Il é falsa

d) |, Il e lll sdo verdadeiras

05. (EPCAR - 2023) Antes de falecer,
o Senhor Anténio deixou em seu
testamento a divisao de sua fazenda
para seus quatro filhos. Depois da
morte do Senhor Antonio, ao abrir o
testamento, os filhos se depararam
com o seguinte documento:
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l_ |- 5]

| A = dovs o S dand® disitinads ao ik Ftinis,_Finion.
| B = s sl .36 hor® doitinarie ao filie Colonto, i
C =t o £HA4D0 0 dsttivnacls b s Flitccln,

(. D = s X daitinsels oo ik L e, J

e

A fazenda tem o formato retangular e
os guatro lotes A, B, C e D também
sao retangulares. Se as marcacdes
deixadas no testamento pelo Senhor
Antbénio forem respeitadas, entdo a
area x destinada ao filho Damido, é
igual a:

a) 192 dam?
b) 2,04 hm?
¢) 21600 m?
d) 0,0228 km?

06. (EPCAR - 2011) Um reservatorio
d'agua na forma de um
paralelepipedo reto de base
guadrada e cuja altura é metade do
lado da base, estd com 80% de sua
capacidade maxima ocupada. Se
fosse preciso acabar de encher esse
reservatorio seriam necessarios 500
baldes iguais cheios d'agua com
capacidade de 12800 ml cada. Com
base nesses dados, € correto afirmar
gue a altura da agua que ha neste
reservatorio:

a) é exatamente 15dm

b) é exatamente 1600 mm
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¢) NAO passa de 145 cm
d) estd a 0,5 m de atingir seu maximo

07. (UFRGS - 2017) Na ultima década
do século XX, a perda de gelo de uma
das maiores geleiras do hemisfério
norte foi estimada em 96 km?>. Se 1
cm?® de gelo tem massa de 0,92 g, a
massa de 96 km? de gelo, em
quilogramas, é

a) 8,832.10%
b) 8,832.10"
c) 8,832.10*
d) 8,832.10"
e) 8,832.10%

08. (EPCAR - 2010) A "“Avenida
Euclidiana”, retilinea, tem 190 m de
comprimento e 0,5 dam de largura
em toda a sua extensdo. Para
asfalta-la, sdo necessarios 380 kg de
asfalto.

Pretende-se asfaltar a “Avenida
Pitagodrica”, também retilinea, cuja
largura € 100 cm maior que a largura
da “Avenida Euclidiana”, onde serd
necessario utilizar 930 kg do mesmo
asfalto (mesma espessura).

Se o comprimento da “Avenida
Pitagdrica” é x dm, entao, a soma dos
algarismos de x é igual a:

a) 22
b) 23
c) 24
d) 25

09. (UEMA - 2022) O cultivo do solo é
essencial para a pratica da agricultura

como forma de producao de
alimentos. Existem, no Brasil,
cooperativas que promovem
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agricultura familiar e economia
solidaria com papel fundamental na
vida de milhares de familias. Por
meio do incentivo e da valorizagao,
muitos agricultores familiares
conseguem alavancar suas
producées. Uma das formas de
medidas das terras de plantacdes € a
unidade hectare.

Considere uma familia que fez um
plantio de 15 hectares de terras para o
cultivo de bananas. Nessas
condic¢des, a medida, em quildbmetros
guadrados, corresponde a:

a) 10.10%
b) 15.102
¢)15.10%
d)15.10"

10. (ENEM - 2022) Ao escutar a noticia
de que um filme recém-langado
arrecadou, no primeiro més de
lancamento, R$ 135 bilhdo em
bilheteria, um estudante escreveu
corretamente o numero  que
representa essa quantia, com todos
0s seus algarismos.

O numero escrito pelo estudante foi:
a) 135 000,00

b) 1350 000,00

c) 13 500 000,00

d) 135 000 000,00

e) 1350 000 000,00
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